TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYSOROK ( FOURIER - SOROK )

TETEL (Elégséges feltétel Fourier-sor pontonkénti konvergencidjara) :

Ha f 2x szerint periodikus, a [—7,7 | intervallumon Riemann-integralhaté fiiggvény, és

valamely x € R helyen f -nek 3 véges bal- és jobb oldali hatarértéke, tovabba léteznek K >0 és 6 >0 valds szamok,

hogy minden (€ (0,5 ) esetén |f(x+t)—1ir%f|SK~t és |f(x—t)—1in8f|SK~t ,
X+ .
akkor az x helyen [ Fourier-sora konvergens,
a + o i
és Osszege az  x -beli véges egyoldali hatarértékek szamtani kézepe: TO+ z (a, cosnx+b,sinnx) :7-( liné f+ lin(l) ),
n=1 X+ X—

T T T
(ahol ayg :%~ If(t) dt, a, :%~ If(t)-cos nt dt , b, :%- Jf(t)~sin nt dt , (neN) az u.n. Fourier - egyiitthatok ).

- T -

Kovetkezmény :

1. Ha f az x helyen balrdl és jobbrdl is differencidlhato, akkor Fourier-sora az x helyen konvergens, és eléllitia a fiiggvényt.

2. Ha f-nek az x helyen els6faju szakadasa van, és a balrdl ill. jobbrdl folytonossa tett mddositésai balrdl ill. jobbrdl differencialhatok,
akkor Fourier-sora az x helyen konvergens, és Osszege az x -beli véges egyoldali hatarértékek szamtani kozepe .

Megjegyezzilkk, hogy a fliggvény folytonossaga a Fourier-sor konvergencidjanak sem nem sziikséges, sem nem elégséges feltétele !!!

A tétel alkalmazasaként bemutatunk néhany egyszer(i feladatot :

1. f:R>R, f(x)=x,ha x€[0,27) ¢ VkeZ f(x+2kr)=f(x));

f Fourier-sora Vxe R\{2kx: keZ} esetén elGallia a figgvényt (2. kovetkezmény ).

V3 2r
f  Fourier-egytthatdi : ag =L If(t) dr=-L. Jltdt:L- 42t =2r
0 T T V4 2 ! i
- 0 VA B
z 2 i=ox 27 =27
an:L-J.f(t)cosnt dr=--. jt~cosnt dr = [L-Sinnt} - J.L-sinnt dr = L. %-cosnt =0,
T T b n (=0 n T n 0
- 0 0 =
T 2z =2 2z
. . - 2
b, =L J.f(t)sm nt dt =-L. J. t-sin nt dt:L-{ [—L-cosnt} + J.L-cosnt dt }2 - L.z _2,.
T T V4 n =0 n Vi n n
- 0 0
+ 0
= VxeR\{2kr: keZ} f(x)= 7-2-) L.sinnx
n=1

2. fi=arccosocos, azaz f:R—>R, f(x)::|x

, ha xe[-n,7) é VkelZ f[f(x+2kr)=f(x);

f Fourier-sora Vx € R esetén elGéllitia a fliggvényt ( az 1. kdvetkezmény alapjén ).

f Fourier-egy(tthatéi: Vne N b, =0, ui. f parosfgv. (igy Fourier-sora tiszta cosinus-sor )

V3 T .
2
a="L[reyd=2[ra=2 5 =x;
0

T

T
a, =L J.f(t) cos nt dt = 2.

Sty

_ a t=m
t=1t
t-cos nt dt =2 [Lsinnt} —J.L~sinnt dr b=-2. %~cosnt =
z n (=0 n 7 | n
0

i 1=0
= a, =0, ha n paros, és a, =— 4 > ha n paratlan.
Tn
4 + o0 +®© 2
fgy tehdt VxeR | f(x) = % - z m-cos (2n+1)-x |. Megj.: x =0 helyettesitéssel kapjuk, hogy Z m = ”T
n
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3. f:RoR, f()=(-|x])?, haxe[-mr) & VheZ f(x+2kn)=[f(x);

f Fourier-sora Vx € R esetén elGéllitia a fliggvényt ( 1. kévetkezmény alapjén ). I '

f Fourier-egytitthatéi: Vne N b, =0, u.i. f paros fuggvény ( igy Fourier-sora

tiszta cosinus-sor ) ; e

V4 a 3 N ’%

-1 2. =22
0=-1 J.f(t)dt—” j(;z 0?dr=2. % =2 \ /4 1

T T 5 t=r T
:%~ J.f(t) cos nt dt =%J‘ (7z—t)2~cos nt dtzi~{ [ (”;t) -sin nt} . +J.@-sin nt dt }:
t=

T
- 0 0
2 =7 2
:L.{|:_ (”2_1).Cosnt:| +J. 22 -CcoS nt d[}:i._;[:iz =
7 n n T n n
t=0 O
P + o0
= VxeR f(x)=”T+ 4-2 %-cosnx
n
n=l1
) + o0 + oo 5
i — e ; 2_ . 1 5 1 7
Megj.: x =0 helyettesitéssel kapjuk, hogy 7~ = T+ 4 Z T melybdl Z 76
n=1 n=1
+ oo + o0 5
Ugyanezt a 2. alatti feladat kapcsan is megkaphattuk volna, hiszen A := Z Lz és az Z —1 - sorosszegbdl
n (2n+1) 8
n=l1
+ o0 + o0 + 00 + o 2
A= 1 _ +-L. :L +L.4, melybdl A= A7
Z Z (2n+1) Z (2n)2 Z (2n+1) 4 Z n2 8 4 Y n? 6
n=1 n=0 n=l1 n=0 n= n=1
ﬁ;x , ha O0<x<2r,
4. f:R->R, [fKx)= és Vel f(x+2kr):=f(x).
0, ha x=0,
f Fourier-sora Vx e R esetén eldllitia a figgvényt (a 2. kévetkezmény alkalmazhatd ) .
f Fourier-egyiitthat6i : ay=0, VneN a,=0, ui f paratlanfiiggvény (igy Fourier-sora tiszta sinus-sor ) ;
V4 2z t=2rx 2z
. — . - - 1
:L‘J.f(t)smnt dt :L~J. ”21 . sin nt dt =L. [ tzﬂ ~cosnt} —Iz—-cosntdt =1,
T T S V4 n t=0 n n
- (U V= v:—%-cos nt
+ 0
= VxeR f(x)= Z -sinnx |, Megj.: Ugyaneztaz 1. alatti sorfejtésbdl egyszer(ibben is megkaphattuk volna !
n=l1

5. g:R—>R, gkx)=x-[x]; ( tortrész fiiggvény, 1 szerint periodikus ) .

A 27 szerint periodikus 4= go 5 figgvény Fourier-sora az 1. feladatbeli [ fgv. sorabdl kdnnyen meghatarozhat6é ( felhasznélva,

X _ . . _ X _r_x __1 . .
_[ 2”])_2” h(x), S 1gy VxeR h(x)_27[ [272.]_ 2 f(x) )'
+
VxeR\{2kr: keZ} h(x)=%—#- %-sinnx, melyb8l g(x)=h(27x) miatt
n=1
ot +w
AR VAT T A VxeR\Z g(x) = %—# %-sin (2nm-x)
n=1
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