Matematika jegyzet

Obudai Egyetem, AMK

Halmazok

Halmaznak elemek egy bizonyos sokasagat nevezziik. Els6ként nagyrészt csak bizonyos
szamhalmazokkal (és némi geometriaval) foglalkozunk.

A valos szamok bevezetése

A matematika targyalasat a szamok bevezetésével, ezek koziil is a valos szamok bevezetésével
kezdjiik meg. A valds szdmokat egy egyenes, az un. szamegyenes pontjainak feleltetjiilk meg. A valds
szamok korében két miiveletet értelmeziink, ezek lesznek az dsszeadas és a szorzas. Le kell
szOgezniink, hogy ezen miiveletek nem vezetnek ki a valds szamok korébol.

El6szor bevezetjiik a nulla szamot, aminek az a Iényeges tulajdonsaga, hogy barmely x valos szamhoz
hozzaadva a nullat, eredményiil x-et kapunk.

Hasonloan bevezetjiik az 1-et mint szamot (6 lesz a valds szdmok korében az in. egységelem), aminek
az a lényeges tulajdonsaga, hogy barmely y valds szamot 1-gyel szorozva eredményiil y-t kapunk.

A valos szamok miveleti tulajdonsagait az alabbiakban foglaljuk dssze (valamirél mar eddig is esett
sz0):

Az dsszeaddsra vonatkozo tulajdonsdgok:

1. Az osszeadas kommutativ miivelet, azaz mindegy, hogy milyen sorrendben adunk éssze két
valos szamot. Ez formdlisan azt jelenti, hogy barmely x, y valos szamok esetén teljesiil, hogy
X+Y = y+X.



2. Az ésszeadds asszociativ miivelet, azaz valos szamok sszeaddasakor tetszélegesen
zarojelezhetiink. Ez formalisan azt jelenti, hogy barmely x, y, z valos szamok esetén teljesiil,

hogy (x+y)+z = x + (y+2).

3. Létezik ugynevezett nullelem (ami a nulla mint szam). Barmely x valos szamhoz hozzaadva a
nullat, eredményiil x-et kapunk.

4. Minden valos szamnak létezik ellentettje, azaz barmely valos szamhoz létezik olyan valos
szam, amivel 6t dsszeadva nullat kapunk eredményiil.

A fentiekhez hasonlé modon irhatok le a szorzés f6 tulajdonsagai.

Az szorzdsra vonatkozo tulajdonsdgok:

1. Az szorzas kommutativ miivelet, azaz mindegy, hogy milyen sorrendben szorzunk éssze két
valos szamot. Ez formalisan azt jelenti, hogy barmely x, y valos szamok esetén teljesiil, hogy

Xy = yX.

2. Az szorzas asszociativ miivelet, azaz valos szamok szorzasakor tetszélegesen zarojelezhetiink.
Ez formalisan azt jelenti, hogy barmely x, y, z valos szamok esetén teljesiil, hogy

(xy)z = x(y2).

3. Létezik ugynevezett egységelem (ami az 1 mint szam). Bdrmely y valos szamot 1-gyel
megszorozva, eredményiil y-t kapunk.

4. Minden nullatol kiilonbozo valos szamnak létezik reciproka, azaz barmely nullaval nem
egyenld valos szamhoz létezik olyan valos szam, amivel 6t dsszeszoroza 1-et kapunk
eredmeényiil.

Vegyiik észre, hogy a fenti négy-négy tulajdonsag mindegyike vagy csak az 6sszeadasra, vagy
csak a szorzasra vonatkozott. Ahhoz, hogy az dsszeadast és a szorzast valamilyen modon
Osszekapcsolhassuk, sziikség lesz egy tovabbi tulajdonsagra is. Ezt kdzépiskolaban egyszeriien
kiemelési szabalynak szoktdk nevezni, mi itt disztributiv tulajdonsagként hivatkozunk ra:

Disztributiv tulajdonsdg:

Tetszoleges x, y, z valos szamok esetén x(y+z)=xy+xz.



Néhany altalinos megjegyzés axiomakrol és kovetkezményeikral

A valos szamokra vonatkozo6 fenti kilenc tulajdonsagot csak dnkényesen bevezettiik, de egyaltalan
nem is probaltuk meg ellendrizni, hogy tényleg igazak-e. Ezzel nincs is semmi baj, az olyan
allitdsokat, melyeket mindenféle kritika nélkiil igaznak fogadunk el, axibmaknak nevezziik.
Ezekre kiindulopontként mindig sziikségiink van.

Természetesen az axiomak megvaltoztatasaval az egész vizsgalt struktira (akar a szamok)
tulajdonsagai is jelentdsen megvaltozhatnak. Erre egy jo példa a Bolyai Janos-féle geometria,
amely nem ugyantigy hasznélja az axiomakat, mint a hagyomanyosnak mondhat6 euklideszi
geometria, amirdl altalaban kdzépiskolaban tanulnak. Mivel ebbe a témakdrbe itt nem tudunk
belemenni részletesen, ezért csak irodalmat ajanlok. Erdekes dolgokat taldlhatnak a néhai Dr.
Kalman Attila ,,Nemeuklidészi geometriak elemei” cimi konyvében.

Ahhoz, hogy a szamok bevezetésével kapcsolatban is lassunk egy egyszerti kis érvelést, tegyiik fel
magunknak azt a kérdést, hogy mit kapunk eredményiil, ha egy valds szamot nullaval szorzunk.
Valosziniileg mindenki rogton ravagja, hogy az eredmény nulla lesz. Ez persze igaz, csakhogy az
axiomaink kdzott ez nem szerepel, ezért ha teljesen korrektiil szeretnénk eljarni, akkor ezt mint
allitast be kell bizonyitanunk az axidomak segitségével.

Allitds: Barmely valos szamot nulldval szorozva nulldt kapunk eredményiil.
Az allitas bizonyitasa:

Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben mégis létezik olyan x valos szam, amit nulldval
megszorozva az eredmény nullatol kiilonbdzo valds szam lesz. Legyen x-0=y # 0.

A szorzasra vonatkoz6 negyedik axidma miatt az y-nak 1étezik reciproka, legyen ez z.
Ekkor tehat (x-0)-z=1, innen felhasznalva a szorzas kommutativitasat kapjuk, hogy
(0-x)-z=1. Az asszociativitas miatt ez atirhato ugy, hogy 0-(x-z)=1.

Ebbdl az kovetkezne, hogy a nullanak van reciproka, amit viszont a szorzas negyedik axiomajanal
kizartunk. Tehat a megfogalmazott allitasnak igaznak kell lennie, kiilonben sériilne a szorzas
negyedik axidmaja. l

Lathato, hogy ezt az allitast ugyan nem volt nehéz bebizonyitani, mégis mar egy ilyen egyszerii
allitas belatasahoz is dolgoznunk kellett.

Figyelemremélto az alkalmazott bizonyitasi modszer. Feltettiik, hogy az allitas hamis, és ebbdl
ellentmondasra jutottunk. Az ilyen tipusu bizonyitasok a matematikdban nagyon gyakoriak,
Osszefoglalo néven ezeket indirekt bizonyitasoknak hivjuk. Az Un. indirekt feltevés ilyenkor
mindig a bizonyitando6 allitas tagadasa, €s ha ebbdl ellentmondasra tudunk jutni, akkor ezzel
belattuk, hogy az eredeti (bizonyitando) allitas igaz. Az ilyen tipust bizonyitasi eljarast teljesen



korrektnek fogadjuk el, logikailag nem kell foglalkozni a hatterének tisztazasaval (persze a jozan
¢ész is azt diktalja, hogy ennek az érvelésnek korrektnek kell lennie).

Testek

Az olyan szamhalmazokat, melyekben megvan az 6sszeadas €s a szorzas, és ezek nem vezetnek ki
a kiindul6 szdmhalmazbdl, valamint eleget tesznek a mar megfogalmazott sszesen kilenc darab
axiomanak (Isd. korabban), 6sszefoglald néven testeknek nevezziik. Tehat a valos szamok testet
alkotnak.

A Kkiilonbség és a hanyados

Fontos megjegyezniink, hogy a valds szamok korében alapvetden csak két miiveletet, az sszeadast és
a szorzast értelmeztiik. Az axiomdknak kdszonhetden azonban tudjuk értelmezni két valds szam
kiilonbségét (Isd. az ellentett 1étezésére vonatkozd axiomat) és valds szamok hanyadosat is,
amennyiben nem nulléval szeretnénk osztani (Isd. a reciprok létezésére vonatkozé axiomat).

Az egyenléségi relacio, ekvivalenciarelaciok

Kiilon szot kell ejtentink az egyenléségrol, mint relaciorol.
Az egyenloségnek hdarom alapveté tulajdonsaga az alabbi:

1. Az egyenldség reflexiv, azaz minden x esetén x=x

2. Az egyenldség szimmetrikus, azaz ha x=y, akkor y=x is teljesiil.

3. Az egyenldség tranzitiv, azaz amennyiben x=y és y=z egyszerre teljesiil, akkor sziikségképpen
X=Z.

Az olyan tipusu relaciokat, amiknek megvan a harom itt felsorolt tulajdonsaga, gytijténéven
ekvivalenciarelacioknak nevezziik.

A valés szamok rendezettsége, rendezési axiomak

A valos szamok tigymond rendezett testet alkotnak, ami azt jelenti, hogy nagysag szerint novekvo
sorrendbe tudjuk rendezni 6ket. Ez egész egyszerlien annak koszonhetd, hogy egy szamegyenes
pontjainak feleltettiik meg Oket, és itt megallapodas szerint mondhatjuk azt, hogy a szamegyenesen



jobbra haladva a megfelel6 pontok egyre nagyobb valos szamoknak felelnek meg (tehat a rendezés a
szamegyenes pontjai kdzott a haladasi iranynak megfelelden torténik).

A nullanal nagyobb (tehat a szamegyenesen tdle jobbra elhelyezkedd) szamokat pozitiv valos
szdmoknak, mig a nullanal kisebb szdmokat negativ valos szamoknak nevezziik.

Azt, hogy az x valds szdm nem nagyobb az y valos szamnal, tigy jeloljiik, hogy x <.

Azt, hogy az x valds szdm kisebb az y valos szamnal, ugy jeldljiik, hogy x <vy.

A valos szamok rendezésére vonatkozoan az alabbi axiomakbol indulunk ki:

1. A rendezési relacio reflexiv, azaz minden x valos szamra x <x

2. Barmely ket x és y, egymastol kiilonbozé valos szamra az x <y és az y < x relaciok koziil
pontosan egy teljestil

3. A rendezési relacio tranzitiv, azaz ha x <y, és y <z, akkor x <z.
4. Ha x <yvalds szamok, akkor tetszéleges z valos szamrax +z <y + z.

5. Ha x <y valos szamok, akkor tetszéleges z > 0 valos szamra xz < y-z.

Az axiomakbol kovetkezik, hogy pozitiv szamok szorzata mindig pozitiv szam. Legyenek ugyanis y és
z pozitiv valds szamok. Az 6todik axioma miatt 0-z < y-z, tehat y-z biztosan nemnegativ. Ugyanakkor
y-z#0, hiszen biztosan létezik reciproka.

Hasonldan bizonyithatd, hogy két negativ szam szorzata pozitiv, illetve az, hogy egy negativ és egy
pozitiv szdm szorzata negativ.

Szamhalmazok als6 és felsé korlatai, korlatossag

Sziikségképpen szot kell ejteniink az olyan szamhalmazokrol, amelyeknek elemei nem lehetnek
akarmilyen nagyok, vagy éppen nem lehetnek akarmilyen kicsik.

El6szor definialjuk a feliilrél korlatos szamhalmazokat.

Definicio: Egy valos szamhalmazt feliilrél korlatosnak neveziink, ha létezik olyan ¢ valos szdam,
melynél a halmaz egyik eleme sem nagyobb. Egy ilyen c szam az adott szamhalmaznak un. felso
korlatja.



Hasonldan definialandok az alulrél korlatos szamhalmazok:

Definicio: Egy valos szamhalmazt alulrdl korlatosnak neveziink, ha létezik olyan c valos szam,
melynél a halmaz egyik eleme sem kisebb. Egy ilyen c szam az adott szamhalmaznak un. also korlatja.

Amennyiben egy szamhalmaz alulrdl és feliilrél szintén korlatos, akkor egész egyszeriien korlatosnak
fogjuk nevezni.

Nagyon fontos az Un. fels6hatar- és alsohatdr-axidoma, ami a fentiekkel kapcsolatos.

Felsohatar-axioma: Barmely feliilrol korlatos szamhalmaznak van legkisebb felso korlatja. Ezt
felsohatarnak, mdasnéven szuprémumnak nevezziik.

Alsohatdar-axioma: Barmely alulrol korlatos szamhalmaznak van legnagyobb also korlatja. Ezt
alséhatdrnak, mdsnéven infimumnak nevezziik.

A Cantor-axioma

Szintén a rendezési kérdésekhez tartozik a Cantor-axiéma. Ez annyit mond ki, hogy egymasba
skatulyazott szakaszoknak (azaz egymasba skatulyazott zart intervallumoknak) van legalabb egy
k6zos pontja.

A természetes szamok bevezetése, a teljes indukcio elve
Kiilon meg kell emliteniink a valds szamok egy specialis osztalyat, a természetes szamokat.
A természetes szamokat az alabbi két szabaly szerint vezetjiik be:

1. A nulla legyen természetes szam.
2. Ha egy szam természetes szam, akkor a nala eggyel nagyobb szam is legyen természetes szam.

Konnyen meggondolhato, hogy ez a két utasitas egyiitt éppen azt jelenti, hogy a természetes szamok
novekvd sorrendben felsorolva 0, 1, 2, 3, .....

Tehat azt lehet mondani, hogy a természetes szamokat ugy vezetjiik be, hogy megnevezziik a
legkisebbet (ami a nulla), és innen egyesével felfelé Iépkedve mindegyik szamot bevessziik a
halmazba.

Ezen eljarason felbuzdulva akar egy vj bizonyitasi stratégiat is kidolgozhatunk. Ez lesz az un. teljes
indukcio. Legyenek adva olyan dllitasok, amik meg vannak szamozva a természetes szamokkal.
Szeretnénk bebizonyitani ezen dllitasok mindegyikének helyességét. Ehhez elég lenne az alabbi két
dolgot megtenniink:

1. Leellendrizni, hogy a nulladik allitas igaz.



2. Bebizonyitani, hogy mindegyik allitasbol logikailag kévetkezik a nala eggyel nagyobb
sorszamu allitas.

Persze egyaltalan nem biztos, hogy ez sikeriilni fog (mivel nem biztos, hogy a megfogalmazott
allitasok mind igazak), de ha sikertil, akkor a természetes szamok bevezetésénél latott elv miatt
igaznak fogadhatjuk el az 6sszes allitdsunkat (hiszen az elv ugyanaz, mint amit a természetes
szamok bevezetésénél lattunk). Az ilyen tipusu bizonyitasokat teljes indukcios bizonyitasoknak
nevezzik.

Ahhoz, hogy demonstraljuk ezt a tipust bizonyitast, az alabbi kozismert allitast fogjuk vele
bebizonyitani:

. . , , +1
Allitas: Amennyiben n természetes szam, akkor 0+1+2+... +n=n(n2 ).

Az allitas bizonyitasa:

Lathat6, hogy itt minden egyes n természetes szamra van egy-egy allitasunk, amiket
megprobalhatunk bizonyitani teljes indukcioval. A nulladik allitds az, hogy 0=0, ez pedig igaz.

Be kellene latni, hogy minden allitasbol logikailag kovetkezik a nla eggyel nagyobb sorszamu
allitas.

Induljunk ki a k-adik 4llitasbol, ami azt mondja ki, hogy 0+1+2-+...+k = <2,

Ebbdl szeretnénk logikailag kdvetkeztetni a (k+1)-edik allitasra, ami azt mondja ki, hogy

(k+1)(k+2)

0+1+2+..+k+(k+1) = >

A k-adik allitasnal szerepl6 jobb oldalt beirhatjuk a (k+1)-edik allitas bal oldalan szerepl
képletbe:

0+1+2+.. +k+(k+1) = @ + (k+1).

Innen mar csak szdmolnunk kell. A (k+1)-et kiemelhet;jiik:

k(k+1) _ k _ k 2\ _ k+2\ _ (k+1)(k+2)
T () = (D) (G4 1) = (D) (G+3) = ke)(F7) = F5E2
Ezzel tehat azt is belattuk, hogy minden allitas helyesssége maga utidn vonja a kdvetkezé allitas

helyességét. Mivel a nulladik allitas igaz volt, ezért ezzel az sszes allitas helyességét
bebizonyitottuk . .

Fontos megjegyezniink, hogy a teljes indukcids bizonyitasoknak az imént ismertetett csupan a
gyenge formaja.



A teljes indukcio erds formdja azt jelenti, hogy (a természetes szamokkal megszamozott)
allitasainkat az alabbi modon szeretnénk bebizonyitani:

1. Leellenorizziik, hogy a nulladik allitas igaz.
2. Bebizonyitjuk, hogy mindegyik dallitds helyessége logikailag kévetkezik a ndla kisebb indexii
allitasok helyességébil.

Amennyiben az allitasok nem mind igazak, akkor persze ez az egész valahol elakad. De
amennyiben mindegyik igaz, akkor ennek a modszernek megegyez¢€s szerint van 1étjogosultsaga.

Végtelen sok elembdl all6 halmazok

A természetes szdmok halmaza, illetve a valos szamok halmaza is végtelen sok elemii halmaz. Ez
azt jelenti, hogy ezen halmazok elemszama barmely ¢ valos szamnal nagyobb.

Arkhimédesz axiomaja

A természetes szdmok bevezetése utan meg kell emliteniink az arkhimédeszi axiomat. Ez azt
mondja ki, hogy minden valés szamnal van nala nagyobb természetes szam.

Szamtani és mértani sorozatok

Ahhoz hasonloan, ahogyan bevezettiik a természetes szamokat, tudjuk értelmezni a szdmtani
sorozatokat.

Definicio (szamtani sorozat) Legyenek w és d valos szamok. A ,,w” kezddelemil, ,,d” differencidaju
szamtani sorozatot az alabbi modon adjuk meg:

1. A sorozat kezddeleme w.
2. Ha egy szam eleme a sorozatnak, akkor a ndla d-vel nagyobb szam is eleme a sorozatnak.

A szomszédos természetes szamok Osszegérol belatott allitas segitségével rogton megkaphatjuk a
kozépiskolaban megismert szamtani sorozatos dsszegképletet. Legyen a szamtani sorozatunk
kezddeleme w, a differenciaja d. Legyen n tetsz6leges nullanal nagyobb természetes szam. Ekkor
ezen szamtani sorozat elsé n darab elemének Osszege

wH(w+d)+(w+2d)+...+[w+ (n — Dd])=nw+d: [0+ 1+ 2+ -+ (n—1)] =

(n-1)n

=nw +d-



Az el6zbekhez hasonloan jarhatunk el a mértani sorozatok értelmezése soran.

Definicio (mértani sorozat) Legyenek w és q valos szamok. A ,,w” kezddelemtl, ,,q” kvociensii
mértani sorozatot az alabbi modon adjuk meg:

1. A sorozat kezddeleme w.
2. Ha egy szam eleme a sorozatnak, akkor az 6 q-szorosa is eleme a sorozatnak.

A mértani sorozatokra vonatkozod, kozépiskolaban megismert 6sszegképletet késébb fogjuk
bebizonyitani.

Az egész szamok halmaza, oszthatosag, maradékos osztas

Az egész szamok halmazat a természetes szamok és azok ellentettjei egylittvéve alkotjak.
Az egész szamok korében az alabbi modon értelmezziik az oszthatosagot:

Definicio: Az n egész szam oszthato az m egész szammal, ha létezik olyan k egész szam, melyre km=n
teljesiil. Ezt maskepp ugy is mondjuk, hogy ebben az esetben az n szam tobbszérdse az m szamnak,
vagy ugy, hogy az n szam oszthato az m szammal (jelélés m|n).

Az egész szamok koziil a kettd tobbszoroseit parosnak, a kettével nem oszthatokat paratlannak
szoktuk nevezni.

Erdemes azon elgondolkodnunk, hogy hogyan abrazolhatjuk egy m nullatél kiilonb6z6 egész szam
Osszes tObbszorosét a szamegyenesen. A nulla minden egész szamnak tobbszorose, ezért a nulla
biztosan az m tobbszordsei kdzott van. A tdbbi tobbszordst pedig ugy talalhatjuk meg, hogy a nullabol
akar jobbra, akar balra elindulva elkezdiink Iépegetni, mindegyik 1épésben pontosan m egységnyit.
Minden ilyen 1€pésben az m egész szam egy-egy tobbszordsét talaljuk meg. Ezen szemlélet
segitségével konnyen bizonyithatd az alabbi tétel:

A maradékos osztas tétele: Minden s egész szamot fel tudunk irni s=jm+r alakban, ahol m > 0 egész ,
J és r egész szamok, tovabba 0 <r <m-1.

Bizonyitas:

Legyen s adott. Ha s tobbszorose m-nek, akkor természetesen felirhato a kivant alakban (ekkor r=0
lesz). Ha s nem t6bbsz6rése m-nek, akkor s-t61 keressiik meg balra a szamegyenesen a legelsé olyan
pontot, ami az m szam egy tobbszorosének felel meg, legyen ez s*. Az s* tavolsaga s-t6l biztosan
kisebb m-nél, és mivel s* tobbszorose m-nek, ezért biztosan létezik a kivant feliras.
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Erdemes megfigyelniink, hogy a maradékos osztas tételében megfogalmazott feliras mindig
egyértelmi. Ez abbol kovetkezik, hogy ha a bizonyitasban szerepld s* helyett az m szamnak egy
masik tobbszorosét valasztanank, akkor az r értéke vagy negativ lenne, vagy pedig nagyobb lenne

(m-1)-nél.

Ez tehat azt jelenti, hogy tetsz6leges m pozitiv egész szam esetén fennall, hogy barmely s egész szam
egyértelmiien oszthatd maradékosan m-mel. A tételben szereplé r-et az m szerinti osztasi maradéknak
nevezziik.

Primszamok és Osszetett szamok, a szamelmélet alaptétele

A pozitiv egész szamok halmazat oszthatdsag szempontjabol az alabbi harom kiilonb6z6 (azaz
diszjunkt) részhalmazra osztjuk:

1. Azegységelem (az 1 mint szdm 6nmagaban).

2. Primszamok: azok az egynél nagyobb egész szamok, melyeknek az egyen és sajat magukon
kiviil nincsen mas pozitiv osztojuk.

3. Osszetett szamok: azok a pozitiv egész szamok, amik nem egyenlSk eggyel, és nem is
primszamok.

Konnyen lathato, hogy mindegyik pozitiv egész szdm a fenti harom kdziil pontosan az egyik
kategoriaba sorolhato.

Az Gsszetett szamok (mint ahogy az a fentiekbdl leolvashato) olyan egynél nagyobb egész szamok,
amiknek van olyan pozitiv osztojuk, ami egytdl és az adott szamtdl kiilonbozo.



Primszamok a 2, 3, 5, 7, .... stb.

Osszetett szamok példaul a 24, 60, 85. Az altalanos iskolaban és a kozépiskolaban szo esett a
torzstényezOs felbontasrol, ami azt jelentette, hogy a pozitiv egész szamokat felirtuk primszamok
szorzataként. Példaul 2=2, 5=5, 24=2-2-2-3, 60=2 -2-3-5. Megjegyezzik, hogy az egyet iires
szorzatként tudjuk felirni (nem szerepel benne szorzétényezd). A primszamok szorztaként térténd
felirassal kapcsolatosan kovetkez6 tétel alapvetd fontossagu (kdzépiskolaban valosziniileg kimondtak,
de nem bizonyitottak).

A szamelmélet alaptétele: Minden egynél nagyobb egész szam a szorzotényezok sorrendjétol eltekintve
egyértelmiien felirhato pozitiv primszamok szorzatakeént.

Bizonyitas:
Az eldallithatosag bizonyitasa:

Azt, hogy minden egynél nagyobb egész szam felirhat6 igy, (erds) teljes indukcioval igazoljuk. A 2
szamot fel tudjuk irni pozitiv primek szorzataként. Tegyiik fel, hogy a 2, 3, ..., k-1 szamok
mindegyikére belattuk mar ezt. Ebbdl szeretnénk kovetkeztetni arra, hogy a k szam is felirhato igy. Ha
a k szam primszam, akkor persze felirhat6 a kivant alakban. Ha k 0sszetett, akkor vannak olyan i és j
egynél nagyobb egészek, melyek szorzata ij=k. Mivel ezek egynél nagyobbak, €s a szorzatuk k, ezért
mindketten kisebbek k-nal, és igy 6ket biztosan fel tudjuk irni valamilyen pozitiv primszamok
szorzataként. Ezaltal a szorzatuk, ij=k is valamilyen pozitiv primszamok szorzataként all eld, amit
bizonyitani akartunk.

Az egyértelmiiség bizonyitasa:

Hatravan még annak igazolasa, hogy a pozitiv primszamok szorzataként valo eldallitas a sorrendtél
eltekintve egyértelmii. Ugyanugy (erds) teljes indukcidval bizonyitunk. A 2 szdmra igaz az allitas.
Tegyiik fel, hogy a 2, 3, ..., k-1 szdmok mindegyikére belattuk mar az egyértelmii felirast. Ez alapjan
kellene bizonyitanunk, hogy a k szamra is igaz ez az egyértelmi feliras. Tegyiik fel indirekt, hogy a k
szamot legalabb két kiilonbdz6 mddon fel lehet irni pozitiv primek szorzataként, legyen két ilyen

feliras k=p1p,-...: Bs= q192"-." ;-
Ha p;=q4, akkor egybdl ellentmondasra jutunk, hiszen ekkor teljesiil, hogy

1<py... ps=qy... g <Xk, és az indukcios feltevés szerint ebben az esetben a p,, ps,..., Ps
primszamok valamilyen sorrendben egybeesnek a g5, qs,..., q; primszamokkal.

Tehat feltehetd, hogy p; # q4, legyen mondjuk p; < q;.

Tekintsiik most a k - p;(qy-..." q;) szamot. Ez egy olyan egész szam, ami k-nal kisebb. Valamint az is
biztos, hogy ez a szam egynél nagyobb, hiszen k - p;(q"...- ;) = p1P2"-- Ps - P1(q2"..." q¢) =

=py (P2 Ps—qz .. q¢),ahol (py ... ps — gy ..." q;) biztosan egy pozitiv egész szam,
valamint p; pozitiv primszam. Ennek a szamnak az indukcios feltevés szerint egyértelmii a pozitiv

primek szorzataként torténd eldallitasa, és abban is biztosak lehetiink, hogy a p, szerepel az
eléallitasban. Ugyanakkor ez a szam felirhat6 gy is, hogy

K-p1(q27- qt) = 41927 4t - P1(q2"- q¢) = (q17P1) (@27 G1)-



Haaqg,, g3, ..., q; primszamok koziil valamelyik is megegyezik p,-gyel, akkor ugyanugy
ellentmondasra jutunk, mint amikor megvizsgaltuk a p;=q; esetet. Tehat feltehetjiik, hogy ezen
primek egyike sem egyenld p;-gyel. Ugyanakkor a q;-p; szdm nem oszthaté p,-gyel, hiszen ha
oszthat6 lenne, akkor (g1-p;1)+ p1 = q4 is oszthato lenne p;-gyel, ami nyilvanvaléan lehetetlen,
amennyiben p, és g, kiilonb6z6 primek.

Tehat mindenképpen ellentmondasra jutunk abbol a feltevésiinkbdl, hogy a k szamot legalabb két
kiilénb6z6 modon sikeriilt felirnunk pozitiv primszamok szorzataként. l

A mérték fogalma (avagy miért éppen ezekkel az axiomakkal dolgozunk?)

Ebben a részben megprobalunk magyarazatot adni arra, hogy miért éppen a mar ismertetett
axiomakkal dolgozunk, és talan sikeriil is adnunk néhany szemléletes példat.

A bevezetést kovetden ratériink arra, hogy mi alapjan tekinthetjiik természetesnek az eddig kimondott
axiomakat. Erdemes el3szor arra gondolnunk, hogy a valés szamokat egy egyenesen (a
szdmegyenesen) bizonyos szakaszok hosszanak feleltettiik meg. Ez egy in. mérték. A szemlélet
alapjan elvarjuk, hogy két csatlakozo, kozos belso pont nélkiili szakasz 6sszhossza megegyezzen a két
eredeti szakasz hosszanak 6sszegével. Innen viszont a szemlélet alapjan ,.el kell fogadnunk” az
Osszeadas kommutativ tulajdonsagat.

Hasonl6 megfontolasokbol célszerti elfogadnunk az §sszeadas asszociativitasat.

A nullelem bevezetése talan a ,,nullanyi tavolsag” miatt tekinthetd kézenfekvonek, mig az ellentett
elemek bevezetése a kivonds mint miivelet bevezetése miatt sziikséges.

A szorzas axiomainak létjogosultsagat talan jol megvilagithatjuk a teriilet mint mérték segitségével.
Ha kiindulunk abbol, hogy egy téglalap teriiletét (ami egy valds szammal mérhetd) egyértelmiien
meghatarozza két nem parhuzamos oldaldnak hossza (hiszen ezek szorzata méri a teriiletet), akkor mar
el kell fogadnunk a szorzas kommutativ tulajdonsagat. Az asszociativ tulajdonsag 1étjogosultsaga
hasonléan magyarazhat6 a térben, téglatestek térfogatanak segitségével.



Az egységnyi teriilet azon négyzet teriilete, aminek oldala egységnyi hosszi.
A reciprok létezése (ha nem nulla a kiindul6 elem) a fentiek segitségével ,,magyardzhato”.

A disztributiv tulajdonsag megvilagitasara tekintsiik az alabbi abrat:

Az abran lathato téglalapok teriilete xz, illetve yz. A nagy, dsszeragasztott téglalap teriilete (x+y)z, ami
ugyanaz, mint a két kis téglalap teriiletének sszege, azaz xz+yz. Igy szemléltettiik, hogy valoban
célszerii elfogadnunk a disztributivitast.

Néhany nevezetes azonossag és alkalmazasaik
Kéttagu osszeg négyzete:
Az axiomak segitségével konnyedén levezethetd a kéttagti 6sszeg négyzetére vonatkozo képlet.
(x+)? =+ )G +y) =x(x +y) +y(x +y) =x? + Xy +yx+ y? =x? + 2xy + y2.

Ehhez szemléletesen tekinthetjiik az alabbi abrat:
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A nagy négyzet teriilete (x + y)?, ami 6sszeadodik a két kisebb négyzet, illetve a két kisebb téglalap
teriiletébol, amiknek értéke x2, y2, Xy, Xy.

Eldjelcserével kapjuk, hogy (x — y)? = x2 - 2xy + y?2.

Kéttagu osszeg kobe:

Az axiomak (€s a négyzetes képlet) segitségével két 6sszeadandd tag kdbére nézve is konnyen kapunk
azonossagot:

(x+yP=(x+y)*x+y)=* + 2xy + y>)(x+y) =
=(x? + 2xy + yH)x+ (x? + 2xy + y?)y=
=x3 +2xyx + y2x + x2y + 2xy'y + y3 = x3 + y3 + 3x2%y + 3y?x.

Ha ugyanezt a képletet geometriai szemlélet segitségével szeretnénk megkapni, akkor (a négyzetes
képlethez hasonldan) egy (x+y) oldalt kocka térfogatabol kell kiindulnunk. Ezt az érdekl6dd olvasora
bizzuk.

Elgjelcserével kapjuk, hogy

(x —y)3 = x3-y3-3x%y + 3y?x.

Négyzetek kiilonbsége:
Itt el0szOr a geometriai szemléletet vessziik eld.

Tekintsiik az alabbi abrat:
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Nézziik meg, mit kapunk eredményiil, ha az ,,a” oldalu négyzet teriiletébol levonjuk a ,,b” oldalu
négyzet teriiletét. Ami megmarad, az harom téglalap. Formalisan

a? - b% = (a — b)? + b(a-b) + b(a-b).

Itt kiemelhetiink (a-b)-t:

a? - b2 = (a — b)? + b(a-b) + b(a-b) = (a-h)[(a — b) + b + b] = (a-h)(a+b).
Ezzel tehat azt kaptuk, hogy a? - b? = (a-b)(a+b).

Ez persze az axiomak segitségével is konnytiszerrel ellendrizheto:

(a-b)(a+b) = a(a+b) - b(a+b) = a? + ab —ba - b? = a? - b2.

Tobbtagu 6sszeg négyzete

Ha nem kéttagu az 6sszeg, hanem n-tagu, ahol n valamilyen pozitiv egész szam, akkor egy ilyen
Osszeg négyzete gy szdmolhat6 ki, hogy venniink kell az eredeti 6sszeadand6 tagok négyzeteinek
Osszegét, és ehhez hozza kell adnunk az eredeti 6sszeadando tagok kettds szorzatainak duplajat.

Tehatpl. (x+y +2z )2 =x? + y2 + 22 + 2xy + 2yz +22zX.

Altalanosan a képlet teljes indukcidval bizonyithat6. Kéttaghi sszegre az allitas igaz. Bebizonyitjuk,
hogy ha valamilyen k pozitiv egészre igaz, akkor igaz (k+1)-re is.

Tekintsiik az (x; + x, + - + xx41)? kifejezést. Ez atirhat6 ugy, hogy
(e x5+ x3)% + 23001 (g + x5 + -+ Xp) + Xpyr 2

Az indukcids feltevés szerint (x; + x5 + -+ + x3)? Ggy irhato fel, hogy sszeadjuk az xq, X, ..., Xj
valtozok négyzeteit, és ehhez hozzaadjuk azon kiilonb6z0 kettds szorzatok kétszeresét, amelyekben az
Xy+1 Nem szerepel..



Ugyanakkor 2x;., 1 (%1 + x5 + -+ + x5 )-ban éppen azok a kéttényezds szorzatok fordulnak el6,
melyekben x;, is eléfordul, rdad4sul mindegyik pontosan kétszer. Végiil ehhez hozzaadjuk x, ., 2-t.

Lathatd, hogy az allitas helyessége 6roklddik k-rol (k+1)-re, ezzel az allitast belattuk.

Ilyen tipusi kifejezéseknél mar célszeri szummas alakot hasznalni, a szummajelhez mindig odairva,
hogy milyen index(ek) szerint 6sszegziink.

Példaul a tobbtagu 6sszeg négyzetére vonatkozo képletiinket egyszeriien ugy irhatjuk le, hogy

i x)? = X8y %% + X jore 2 Xy

Azonos kitevdjii hatvanyok kiilonbsége, egyenlétlenségek hatvanyozasa és a mértani sorozat
osszegképlete

A négyzetek kiilonbségét mar felirtuk szorzatként, ezt a formulat probaljuk meg most altalanositani.
Legyen n pozitiv egész szam. Azt allitjuk, hogy altalanosan igaz, hogy amennyiben x és y valos
szamok, akkor

X" -y = (x — )L+ k" 2y + x"3y2 e xy 2 4y,
Ezt az axidmak segitségével igazoljuk:

(x — )L+ 272y + 2732 4 e xy"2 4y 1) =

= XML+ A2y + 32 ey ™2 4yl

Sy X2y 4 X3y e ey™2 4 1) =

= x™ 4 XLy + XM 2y2 4o g x2yn2  xynl

_ (xn—ly + xn—2y2 + xn—3y3 + -t xyn—l + yn) -

n n

=x"-y™

Példaul ha n=3, akkor azt az azonossagot kapjuk, hogy x3 - y3 = (x — y)(x? + xy + y?).

Egyenlétlenségek hatvanyozasa

Az 1j altalanos azonossagunkkal konnyen belathato, hogy amennyiben 0 <y < x nemnegativ valos
szamok és n pozitiv egész, akkor y™ < x™. Ugyanis ekkor az

xm -y = (x —y) (M + xm 2y + x"3y2 + - xy™ 2 4+ Yy 1) sz0rzat mindkét szorzotényezdje
pozitiv.



Vegyiik észre, hogy ez az allitas megfordithatd, azaz ha n pozitiv egész szam, valamint az y, illetve x
nemnegativ valos szamokra teljesiil, hogy y™ < x™, akkor y < x.

A mértani sorozat 6sszegképlete

Tekintsiik most azt a specialis esetet, amikor y=1. Ebben az esetben a kapott azonossag szerint igaz,
hogy

x"-1=x"- 1" =(x — D" T+ x4+ x" 3 4+ x% +x + 1),

x™ -
x—1

Tehat ha x#1, akkor Loyl )2 4y 3 p b x2 px + 1.

Ezt a specialis képletet fel tudjuk hasznalni a mértani sorozatokra vonatkozé 6sszegképlet
levezetéséhez.

Legyen k a mértani sorozat kezddtagja, és q a kvociense, ahol g#1. Ekkor az els6 n darab tag dsszege

k+kgtkg?+.+ kg™ 1 =k(@" 1+ q" 2+ q" 3+ -+ @2+ D)=

Azonos kitevéji hatvanyok osszege, ha a kitevé paratlan

Ha n paratlan pozitiv egész, akkor kénnyen meggy6z6dhetiink réla, hogy (—1)™ = -1. Ez azzal
magyardzhatd, hogy hatvanyozaskor paratlan sokszor torténik eldjelvaltas, ezért a hatvanyozas
elvégzése utan az elgjel valtozatlan marad.

Legyen tehat n paratlan pozitiv egész szam, és n=2k+1, ahol k egész szam.

Az eddigiek alapjan kapjuk azt, hogy

x2k+1 4 y2k+1 = y2k+1 _ (_y2k+1) —
= y2k+1 _(_y)2k+1 =[x — (_y)](xZR _ ka—ly + ka—Zyz o xka—1 + yZR)
=[x + y](x2k _ ka—1y + ka—ZyZ o xka'l + yZR)

Valés szamok négyzete, a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlétlenség



Erdemes kiilon szot ejteniink valos szamok négyzetérdl (tehat amikor egy valés szamot Snmagéval
szorzunk). A rendezési relaciora vonatkozo 6todik axidoma miatt minden nemnegativ szam négyzete
legalabb nulldval egyenld. Ha pedig negativ szdmot emeliink négyzetre, akkor az ugyanaz, mintha
ennek a negativ szdmnak az ellentettjét emelnénk négyzetre (Isd. ellentett 1étezése), ezért ekkor is
legalabb nullat kapunk eredményiil.

Tehat konkluzioként kijelenthetjiik, hogy barmely valds szam négyzete legalabb nullaval egyenl6 (és
csak akkor lesz nulla, ha a kiinduld szam értéke nulla).

Ezen egyszert észrevétel felhasznalasaval bebizonyitjuk az alabbi alapvet6 egyenldtlenséget:

Tétel (Cauchy-Schwarz-BunyakovszKij-egyenlétlenség): Legyen n tetszdleges pozitiv egész szam. Ha
X1,X2, ..., Xn, Y1, Y2, ..., Yntetszoleges valos szamok, akkor

(12 + 224 +x, ) (712 + Y22+ 4v,2) = (Y1 + XY+ X, 0) .

Bizonyitas:

Ha a jobb oldalon elvégezziik a négyzetre emelést, akkor megjelennek a zarojelben szereplo
Osszeadando tagok négyzetei, illetve az ezekbdl képezhetd vegyes szorzatok, mindegyik kettovel
szorozva. Tehat

(Y1 + XY+ X V) = DI (V)% + X jse 2V Xk Vi

A bal oldal (mivel mindent mindennel szorzunk)

(1% + 2%+ A, D) (12 + v 2+ D) =

=Y Cgy)* + Yk sz Vi2 =

=Y (ry)? + X<k sz Vi2 + Yisk sz Vie?.

Azt kellene tehat belatnunk, hogy

Y (yi)? + Xk %P vi? + Bk X7 Vi? 2 Blea (GY)? + Xjer 2% X Vi
Ez azzal ekvivalens, hogy

Yj<k sz V2 + Yk sz V2 = X ik 2XjYj XYy, Vagyis

i<k X2 Y2+ sk X2 Vi* - Xk 2%V Xk Vi = 0.

Vegyiik észre, hogy a bal oldal itt éppen ). ;. k(xjyk — xkyj)z, ami természetesen legalabb nullaval
egyenld, hiszen ez valos szamok négyzeteinek Gsszege. I

A racionalis szamok teste



Racionalis szamoknak nevezziik azon szamokat, amiket eld tudunk allitani két egész szam
hanyadosaként.

Mivel a valdos szamok halmaza testet alkot (ami nekiink itt fontos, hogy barmely nullatol kiilonbz6
elemmel lehet benne osztani), ezért a racionalis szamok mind valosak is egyben.

Racionalis szam példaul az Gsszes egész szam, vagy példaul az 1/2, -5/6, de akar a 0,2 ( =1/5) is.

A racionalis szamok halmaza szintén testet alkot. Ehhez elég ellendrizni a kilenc darab testaxidéma
teljestilését. Mivel ez nem nehéz, hanem csupan egy technikai feladat, ezért ezt itt nem részletezziik.

Racionalis kitevjii hatvanyok, gyokvonas

Hatvanyozni kdnnyii, ha a kitevo egész szam. Ha ugyanis a kitevo nulla, akkor az eredmény egy. Ha a
kitevo valamilyen pozitiv egész, akkor az alapot annyiszor kell onmagaval 6sszeszoroznunk, amennyi
a kitevo értéke. Ha pedig a kitevo negativ egész szam, akkor az alapot eldszor ennek a kitevonek az
ellentettjére kell emelni, majd venniink kell a kapott szam reciprokat.

Kérdés, hogy mi a helyzet akkor, ha a kitevé nem egész szam, de racionalis. Legyen a kitevo r/s, ahol r
¢s s valamilyen egész szamok. Itt persze az is feltehetd, hogy s pozitiv (hiszen azt megtehetjiik, hogy a
szamlaloban és a nevezdben egyszerre végziink eldjelvaltast). Ilyen esetben az (1/s)-edik hatvanyt ugy
értelmezziik, hogy el6szor r-edikre emeliink, majd vessziik a kapott szam s-edik gyokét. Csakhogy az
s-edik gyok nem feltétleniil 1étezik (legalabbis ilyen axidémank nem volt). Tehat ezzel kapcsolatban be
kell bizonyitanunk a megfeleld tételt, amit mar kozépiskolaban tanultunk.

Tétel: Ha s pozitiv egész, illetve x valamilyen nemnegativ valos szam, akkor létezik pontosan egy olyan
nemnegativ valos szam, amelynek s-edik hatvanya egyenld x-szel.

Bizonyitas:

Ha x=0, akkor az egyetlen megfeleld szam a nulla lesz (ez kdnnyen belathatd az axiomakbol). Legyen
X pozitiv.

Az arkhimédeszi axidma miatt van olyan természetes N szam, amelyre teljesiil, hogy x < N¥.
Ugyanigy az arkhimédeszi axioma miatt van olyan n természetes szam, amelyre i <n®, ami azt jelenti,
hogy % <x. A két egyenl6tlenség egylitt azt jelenti, hogy % <x <NS%,azaz (%)S <x <N°.

Tehat ha az x szamnak van nemnegativ s-edik gyoke, akkor annak biztosan % és N kozé kell esnie.
Ezzel persze még nem talaltuk meg a szamot, amit keresiink, de az elsé 1épést mar megtettiik.

Probaljuk meg ezt az dtletlinket finomitani. Felezziik el a szamegyenesen az —¢s N szamokat

0sszekoto szakaszt, a felez6pontnak megfeleld szam legyen f.

N
Ha f$ < x, akkor f* < x < N°¥, ha pedig f* > x, akkor G) <x < f*. Barmelyik eset is teljesiil, a

kérdéses s-edik gyokot maris egy feleakkora intervallumon kell csak keresniink.



Az dtlet az, hogy ezt a 1épést akarmeddig ismételhetjiik. Ha véletleniil valamelyik 1épésben az aktualis
felez6pont egyenld a keresett s-edik gyokkel, akkor megallunk. Ellenkez6 esetben végtelen sok lépést
hajtunk végre, és keresendd s-edik gyokot mindig egy feleakkora zart intervallumon kell keresniink,
mint az el6z06 1épésben, és raadasul az igy kapott zart intervallumok egymasba vannak skatulyazva.
Tehat a Cantor-axioma miatt ezeknek az intervallumoknak biztosan van legalabb egy kozos pontja. Az
is vilagos, hogy ez most egyetlen pont lesz, mert az intervallumhossz minden 1épésben feleakkora lett,
ezért legfeljebb egyetlen pont lehet, ami k6zos. Jelolje ezt az egyetlen kdzos pontot ¢. Belatjuk, hogy
¢’ = x. Ahhoz, hogy ezt bebizonyitsuk, jeloljiik a k-adik felezés utan nyert intervallum végpontjait v-
vel és w-vel, ahol v <w.

1
. N—— _ . i1 . . ‘oz
A feltételeink szerint v < x <w?, valamint w-v = i~ Vizsgaljuk meg w?-nek az x-t6l valo eltérését.

wiSX<wS-vS=(w—v) WS+ wS2u+wS3p2 + ot wrS2 +p571) =

1
N——
=2 W+ w TPy w4 b w2 00T <

1

N_l N——
<SEWNSTHH N2 N4 N3 N2+ N-NST2 4 NOT1H) = — 2N

IttN — %, s, illetve NS~ is konstans, viszont 2% értéke tetszélegesen nagy lehet (az arkhimédeszi

axidma miatt), igy w? és x eltérése tetszélegesen kicsi pozitiv érték lehet. Természetesen ugyanez igaz
VS és x eltérésére. Mivel v° < ¢’ <w?, ezért biztosak lehetiink abban, hogy c* = Xx.

Tehat 1étezik (nemnegativ) s-edik gydke az x-nek. Ennek egyértelmiisége azonnal kovetkezik az
egyenldtlenségekrdl korabban belatott hatvanyozasi tulajdonsagbol. Ha ugyanis 0 <y < z koziil
mindkettd s-edik gyoke lenne az adott x szamnak, akkor

X =y% < z% = x teljesiilne, ami nyilvanvaloan ellentmondas. l

Fontos ellendrizniink, hogy hatvanyozaskor mindegy, hogy a racionalis kitevot milyen tortalakban
irjuk fel, mindig ugyanazt az eredményt kapjuk. Legyenek ugyanis r, s, t, v olyan egész szamok,
melyekre teljesiil, hogy r/s egyenl6 t/v-vel. Tegyiik fel indirekt, hogy valamilyen x pozitiv valos szam
esetén x™/S # xt/?. Legyen mondjuk a jobb oldali hatvany a nagyobb, azaz 0 < x™/5 < xt/V. Az
egyenlOtlenségek érvényben maradnak, ha mindent felemeliink az (sv)-edik hatvanyra:

0 < x™ < x'S. Mivel rv=ts, ezért ez ellentmondas. Tehat azt kaptuk, hogy valoban mindegy az, hogy a
racionalis kitevénknek melyik alakjat hasznaljuk hatvanyozaskor.

Az irracionalis szamok halmaza

Vannak olyan valos szamok, melyeket nem lehet felirni két egész szam hanyadosaként. Ezeket
irracionalis szamoknak nevezziik.

El6szor belatjuk, hogy 1éteznek irracionalis szamok. Ehhez elég egy konkrét irracionalis szamot
mutatnunk, ami most a ketté négyzetgyoke lesz.



Allitds: A ketté négyzetgyoke irraciondlis.
Bizonyitas:
Az allitas bizonyitasa indirekt fog torténni.

Tegylik fel indirekt, hogy a kettd négyzetgyoke felirhato két egész szam hanyadosaként, legyen egy
ilyen felirds k/n, ahol k és n egész szamok. Azt is feltehetjiik, hogy k és n egyarant pozitiv, mivel a
kettd négyzetgyoke pozitiv.

kZ
)

Ekkor == = 2= 2. Ezt atrendezhetjiik tgy, hogy 2n? = k2.

A szamelmélet alaptétele szerint a k és az n is egyértelmiien felirhato pozitiv primszamok
szorzataként, legyen k = p1p,-...- s, N=q1q5"..." q¢-

Ha 2n? = k2, akkor ezt az imént bevezetett primszamokkal felirva kapjuk, hogy

201%92% .. qc% = p17pa % PSP

Tekintsiik az egyenldség jobb oldalat. Mivel itt mindegyik primszam négyzeten szerepel, ezért ebben a
szorzatban a kettesek szdma biztosan paros. Viszont a bal oldalon a kettesek szdma biztosan péaratlan,
hiszen az els6 szorzotényezd egy kettes, €s utdna minden primszam masodik hatvanyon szerepel. Ez
viszont azt jelenti, hogy a bal és a jobb oldal nem egyezhet meg egymadssal, hiszen ez ellentmondana a
szamelmélet alaptételében szerepld egyértelmi eldallitasnak.

Ezzel ellentmondasra jutottunk és belattuk, hogy a ketté négyzetgyoke irracionalis. l

A fentihez hasonldan belathato, hogy ha r és s olyan pozitiv egész szamok, melyekre teljesiil, hogy az
r szam nem s-edik hatvanya egy egész szamnak, akkor az r szam s-edik gyoke sziikségképpen
irracionalis.

Irracionalis szamok kozelitése racionalis szamok segitségével

Legyen adva egy irraciondlis szam. Valasszunk egy tetszéleges n pozitiv egész szdmot. Ugyanugy,
mint ahogy a maradékos osztasnal lattuk, tekintsiik a szamegyenesen azokat a pontokat, amiket a

nullabol ugy érhetiink el, hogy jobbra vagy balra % - nyi hossztakat Iépegetiink. Ezzel tehat megkapjuk
az % alakt szamok halmazat, ahol i valamilyen egész szamot jeldl. Tekintsiik ezek koziil a

legnagyobbat, ami a kijel6lt irracionalis szamunknal nem nagyobb. Ez nyilvanvaldan kevesebb, mint -
—nyi tavolsagra fekszik a kijeldlt irracionalis szamunktol (ugyantigy lathat6, mint a maradékos osztés
tételénél ismertetetett gondolatmenetnél). Az arkhimédeszi axidéma miatt n ndvekedtével ez az -

tavolsag tetszolegesen kicsi pozitiv érték lehet. Ez azt jelenti, hogy a kiszemelt irracionalis szamunk
ugy is jellemezhetd, mint a nala kisebb raciondalis szdmok halmazanak a szuprémuma.



Természetesen ezt csinalhattuk volna forditva is. Példaul a Cantor-axioma segitségével konnyen
belathato, hogy az irracionalis szamunkat ugy is jellemezhetnénk, hogy 6 a nala nagyobb racionalis
szamok halmazanak az infimuma.

A fenti gondolatmenetbdl kdvetkezik, hogy minden irracionalis szam tetszélegesen kdzelithetd
racionalis szamokkal.

S6t ugyanigy az is konnyen bizonyithatd, hogy a racionalis szamok a szdmegyenesen mindeniitt stirtin
helyezkednek el. Ezalatt azt kell érteniink, hogy tetszéleges x valds szam és barmely d > 0 tavolsag
esetén 1étezik végtelen sok olyan racionalis szam, aminek x-t61 vett tavolsaga kisebb d-nél.

Irracionalis kitevdjil hatvanyok bevezetése, azonos alapi hatvanyok rendezése

Legyen A egy rogzitett, egynél nagyobb valds szam, tovabba legyenek 1, s, t, v olyan egész szamok,
melyekre teljesiil, hogy E < % . Természetesen feltehetd, hogy s €s v is pozitiv (ui. ha valamelyik nem

az, akkor az adott tortben elég megvaltoztatnunk a szamlalo és a nevezd eldjelét.)
r t . ; ) r t
Hasonlitsuk 0ssze As-et és Av-t. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy As < Av.

s t
Tegylik fel indirekt, hogy As > Av. Emeljiik az egyenl6tlenség mindkét oldalat sv-edik hatvanyra. Azt
kapjuk, hogy A™ > ASt. Ha ezt leosztunk A5t-vel, akkor kapjuk, hogy A™V~St > 1.

Azonban (mivel s és v is pozitiv) az E < egyenldtlenség azt jelenti, hogy rv < st, azaz (rv-st) értéke

negativ. Mivel A > 1, ezért A-t akarhanyszor nmagaval szorozva egynél nagyobb értéket kapunk, igy
A-nak minden negativ egész kitevdjii hatvanya kisebb 1-nél. Ez ellentmondas, ami azt bizonyitja,

r t
hogy valdban az As < Av egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie.

Tehat minél nagyobb racionalis kitevére emeljiik az egynél nagyobb A valos szamot, annal nagyobb
lesz a kapott szam értéke.

Tisztazandb még, hogy miként értelmezziik az A szam irracionalis kitev6ji hatvanyait. Legyen w
valamilyen irraciondlis szdm. Tudjuk, hogy w megegyezik a nala kisebb racionalis szamok
halmazanak szuprémumaval. Tekintsiik A azon hatvanyait, amelyekben a kitevo valamilyen w-nél
kisebb racionalis szam (és az alap A). Ezen szamok halmaza feliilrdl korlatos (hiszen a fenti észrevétel
miatt egyik eleme sem nagyobb, mint A-nak egy olyan racionalis kitev6jli hatvanya, amelynek
racionalis kitevéje nagyobb w-nél), igy a felsGhatar-axidoma miatt van szuprémuma.

Tehat ha A > 1, akkor altalanossagban A" értelmezheté az A szam olyan hatvanyainak
szuprémumaként, amelyeknek kitevéje w-nél nem nagyobb racionalis szam.

Igy tehat tudjuk értelmezni barmely A > 1 tetszSleges valos kitev6jii hatvanyait. S6t az értelmezés
alapjan az is vilagos, hogy amennyiben x <y valos szamok, akkor A* < AY.



Hasonloan tudjuk értelmezni A valos kitevdji hatvanyait az egyéb esetekben. Amennyiben 0 < A <1,
akkor A" értelmezheté az A szam olyan hatvanyainak infimumaként, amelyeknek Kitevoje w-nél
nem nagyobb racionalis szam. Itt természetesen az fog teljesiilni, hogy amennyiben x <y valds
szamok, akkor A* > AY.

A szamtani és mértani kozepekre vonatkozo egyenlétlenség

Gyakran felmeriil6 kérdés, hogy ha példaul ismerjiik bizonyos nemnegativ szamoknak az 6sszegét,
akkor legfeljebb mekkora lehet a szorzatuk. Az eddigi ismereteink alapjan készen allunk ennek a
kérdésnek a megvalaszolédsara.

Tétel (a szamtani és mértani kozépre vonatkozo egyenlitlenség): Véges sok nemnegativ valos szam
szamtani kbzepe legalabb akkora, mint a mértani kozepiik. Formalisan ez azt jelenti, hogy tetszéleges
X1; X2; X3 ...xn=> 0 valos szamok esetén teljesiil az, hogy

X1+Xy +o+ X n
> xnx; Xy

Bizonyitas:

Az természetesen feltehetd, hogy a szamaink az indexelés szerint vannak nagysag szerint rendezve,
azaz X1 < X2 <x3< ... < xpn. Jeloljiik ezen szamok szamtani kézepét A-val.

El6szor is rogzitett A és n mellett belatjuk, hogy a szamok szorzatanak értéke akkor lesz a legnagyobb,
ha mind az n darab szam értékét A-nak, tehat éppen az atlaguknak valasztjuk meg. Ez persze azt is
mutatja, hogy rogzitett szamtani k6zép mellett a mértani kézép akkor lesz maximalis, ha mindegyik
elem ugyanakkora (itt hasznaljuk fel az egyenl6tlenségek hatvanyozasardl tanultakat).

Amennyiben x; = x,,, akkor a szamaink nagysag szerinti rendezése miatt mindegyikiik egyenld,
vagyis mindegyikiik egyenl6 az atlagukkal, A-val.

Tehat elegend6 azt az esetet vizsgalnunk, amikor x; < Xn,

Ekkor cseréljiik ki az x; és x,, szamokat A-ra és ( X1+ Xn— A )-ra, a tobbi szamot pedig hagyjuk
valtozatlanul. A cserét kovetoen az n darab szamunk 0sszege (€s szamtani kdzepe) valtozatlan marad,
tovabba az 0j szamaink is mind nemnegativak, hiszen A eleve nem lehetett negativ, valamint

(x1+ Xn— A) sem lehet negativ, ugyanis az x,, értéke legalabb A-val egyenlé.

Azt fogjuk megvizsgalni, hogy az n darab szam szorzata miként valtozik a cserét kdvetden. Mivel csak
az x4 és x, szamok valtoztak meg, ezért elég lenne az x| x, és az A ( x| + X, - A ) szamokat
Osszehasonlitanunk.

Azt fogjuk belatni, hogy x; x, <A (x;+x,-A).
Ez ugyanis azzal ekvivalens, hogy x; x, - A x| - A X, + A <0,
azaz x; (x,-A)-A(x,-A)<0,

ami szorzatta alakitas utan agy irhato, hogy (x;-A) (x,-A) <0.



Mivel x; a legkisebb elem, és nem mindegyik szam egyenld, ezért x, értéke kisebb az atlagnal, azaz
A-al. Hasonldan (ahogy erre mar utaltunk), mivel x,, a legnagyobb elem, ezért az 6 értéke nagyobb A-
nal. Ez alapjan biztosan igaz, hogy (x; - A) (X, - A) <0, és ezaltal bizonyitottuk, hogy x; x, <A

( X] + Xp - A )

Tehat amennyiben nem az dsszes szamunk egyenld, akkor a fenti csere segitségével a szamok szorzata
novelhetd. Az ilyen tipusa cseréket véges sokszor végrehajtva eljutunk ahhoz az allapothoz, hogy
mindegyik szamunk értéke az atlaggal egyenld. Ebbdl tehat az kovetkezik, hogy rogzitett 6sszeg
mellett a szorzat akkor lesz maximadlis, ha a nemnegativ szamaink mindegyikét egyformanak
valasztjuk, és ebben az esetben a szamtani és a mértani kdzép meg fog egyezni.

Ezzel a tétel allitasat belattuk, és azt is bizonyitottuk, hogy egyenldség csak akkor teljesiil, ha

X1=X2=X3= ... :X”-l

Torlédasi pontok, pozitiv sugari kérnyezet

Azt, hogy a racionalis szamok az egész szamegyenesen siiriin helyezkednek el, kényelmesebben meg
tudjuk fogalmazni az Gn. torlédasi pont fogalmat hasznalva.

Definicio: Egy szamhalmaznak torlodasi pontja a t valos szam, ha barmely d > 0 tavolsag esetén a
halmaznak végtelen sok olyan eleme létezik, melyeknek a t-tél vett tavolsaga kisebb d-nél.

A torlodasi pont fogalmat hasznélva tehat kijelenthetd, hogy a racionalis szamok halmazanak minden
valds szam torlodasi pontja. Fontos megjegyezniink, hogy a torlodasi pont nem feltétleniil eleme a
kiindulé halmaznak (mint ezt a mostani példank is mutatja).

A torlodasi pont fogalma hasonldan értelmezhetd olyan esetekben, amikor tudunk tavolsagot mérni
(tehat nemcsak a szamegyenesen, hanem pl. a sikban és a térben is).

A torlodasi ponttal kapcsolatos a kdrnyezet fogalma, amit az alabbi médon vezetiink be:

Definicio (kdrnyezet): Egy u valos szamnak a pozitiv d sugaru kérnyezetén azoknak a szamoknak a
halmazat értjiik, amelyeknek az u-tol valo eltérése kisebb, mint d.

Természetesen a kornyezet fogalma is érdekesebbé valik, ha nem csupan a szamegyenesen, hanem
olyan ponthalmazokban vizsgalodunk, melyekben tudjuk értelmezni a tavolsagot.

Torlédasi pontok létezése

Belatjuk, hogy egy szamhalmaznak nagyon sok esetben 1étezik torlodasi pontja. Az alabbi tételt fogjuk
bebizonyitani:

A Bolzano-Weierstrass-tétel szamhalmazokra: Barmely végtelen sok elembdl allé, korlatos
szamhalmaznak létezik torlodasi pontja.



Bizonyitas:

A bizonyitas (mint ahogy a gyokok 1étezésénél) felezési eljarassal fog torténni. El8szor is tekintsiink
egy olyan szakaszt (zart intervallumot) a szamegyenesen, amely a halmazunk minden elemét
tartalmazza. Felezziik el ezt a zart intervallumot. Az egyik felébe biztosan végtelen sok halmazbeli
elem fog esni. Ezt (vagy az egyik ilyen) a felét tartsuk meg, a masik felét dobjuk el. A maradék zart
intervallumot ugyanigy felezziik el, és alkalmazzuk az el6z6 1épést.
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Az ilyen tipust Iépéseink akarhanyszor alkalmazhatoéak. A Cantor—axioma miatt van olyan pont, ami
minden ilyen zart intervallumban benne van. Raadasul egyetlen ilyen pont van, mert az intervallumok
hossza mindig feleakkora lett. Az egyetlen pont, ami mindegyik intervallumnk eleme, biztosan
torlddasi pontja lesz a halmaznak, hiszen az intervallumokat minden egyes 1épés soran ugy
értelmeztiik, hogy benniik végtelen sok halmazbeli elem talalhato. .

Egy specialis halmaz torlodasi pontjarol

Tekintsiik azoknak a valos szamoknak a halmazat, amelyek valamilyen egynél nagyobb n pozitiv

egész segitségével tigy irhatok fel, hogy V/n. Az vildgos, hogy ennek a halmaznak minden eleme
nagyobb egynél. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy az 1 ennek a szdmhalmaznak az egyetlen torlodasi
pontja. Az imént megfogalmazott allitas bizonyitasa végett alkalmazzuk a szamtani és mértani
kozepekre vonatkozo egyenlotlenséget a kdvetkezd n darab szamra: az els6 (n-2) db szdm mindegyike

legyen egyenld 1-gyel, az utolsé két szam legyen egyenld v/n-nel.

Ezekre a szamokra alkalmazva a szamtani és mértani kozepekre vonatkozd egyenldtlenséget, kapjuk,
hogy

Vn-vn-1m-2< M, ez egy kicsit egyszeritibben irva

"< 2-\/ﬁ+;n—z)-1.



Azt mar megallapitottuk, hogy minden pozitiv egész n szdm esetén 1 < Vn , ezért

n 2+n+(n-2)
1<in< —_—

Ezzel az Vn értékét két masik érték kdzé szoritottuk be. Elég lenne annyit belatnunk, hogy n

2+/n+(n-2)
n

novekedtével értéke egyre kozelebb kertiil 1-hez, és ennek az 1-t61 vald tdvolsaga

tetsz6legesen kicsi lehet.

Ehhez vizsgaljuk a

@ - 1 kiilonbséget. Ez masképp

2-+n+(n-2)-1 1= 2-n+(n-2) n_ 2+/n-2
n T n n n

2Vn-2 _2vn_ 2 Vilagos, hogy ez a mennyiség n novekedtével egyre

Erre pedig teljesiil, hogy 0 < " N

kisebb lesz, és tetszdlegesen kozel kertil a nullahoz (tehat a nulla lesz a \/2_5 alaku szamokbol 4llod

halmaz egyetlen torl6dasi pontja).

Ezzel belattuk, hogy az \/n alaka szamokbol 4ll6 halmaz egyetlen torlodasi pontja az 1.

A mérték fogalma

Ahogy arra mar utaltunk, a valos szamokat a gyakorlatban sokszor arra hasznaljuk, hogy valamit
mérjiink veliik. Ez lehet példaul tavolsag, keriilet, tertilet, felszin, de akar térfogat is. Célszerii
Osszefoglalnunk, hogy mit varunk el ezektol a mértékektol (ezek lesznek az axidmaink).

A tavolsagra vonatkozo axiomdink:
1.Két pont tavolsaga a térben akkor és csak akkor nulla, ha a két pont egybeesik.

2.A térben barmely A és B pontra teljesiil, hogy A-nak B-t6l vett tavolsaga megegyezik B-nek A-tol vett
tavolsagaval.

3.A térben barmely A, B, C ponthdrmasra fennall, hogy az A-nak és B-nek a tavolsaga nem nagyobb,
mint B-nek a C-t6l vett tavolsdagdanak, illetve C-nek az A-tdl vett tavolsdagdnak dsszege.



AB=<RC+CA

A tavolsagra vonatkozo6 axidomak koziil a harmadik az, ami igazan figyelemremélto. Ez ugyanis a
kozépiskolaban mar megismert haromszog-egyenlotlenség.

A haromszog-egyenlOtlenség tobbszori alkalmazasaval konnyen kovetkezik, hogy egy sokszog
barmely oldala révidebb, mint a tobbi oldal hosszanak az 6sszege. Ennek igazolasahoz elég
haromszogekre vagnunk az adott sokszdget, €s tobbszor, egymas utan alkalmazni a haromszog-
egyenldtlenséget.

\._,—\/—""J

A tavolsag tulajdonsagait persze specialisan vizsgalhatjuk a valds szamegyenesen is. Egy x valds
szamnak a nullatol vett tavolsagat az x szam abszolutértékének nevezziik, és |x|-szel jeldljuk.

Altalanosan felirva, a valos szamegyenesen az x és y pontok tavolsaga [x-y|-nal egyenlé (ugyanis x-
nek és y-nak az egymastol szamitott tavolsaga ugyanannyi, mint (x-y)-nak a nullatol vett tivolsaga).

Legyenek x és y tetszéleges valos szamok. Ha a haromszog-egyenlGtlenséget alkalmazzuk a valos
szamegyenesen az X, (-Y), illetve nulla pontokra , akkor azt kapjuk, hogy



[X-(-y)| < [x-0] + |-y-0|, ami egyszeriibben felirva [x+y| < [x| + |y|. Ez a valds szamok korében a
haromszdg-egyenlétlenség.

Szedjiik ssze a teriiletre vonatkoz6 axiomainkat is:

A teriiletre vonatkozo axiomadk:

1. A sikban egy adott alakzat teriilete nem lehet negativ.
2. Egybevago alakzatok teriilete megegyezik.

3. Ha egy alakzatot két, kozos belsé pont nélkiili alakzatra vagunk, akkor a két alakzat teriiletének
osszege megegyezik az eredeti alakzat teriiletével.

4. Az egységnyi oldalu négyzet teriilete egy.

Az els6 harom teriiletaxioma elég kézenfekvd. A negyedikkel kapcsolatban érdemes megjegyezni,
hogy ez az axidma nem altalanosan a téglalapok teriiletére vonatkozik (ugy, ahogy a kézépiskolaban),
hanem csupan az egységnyi oldalu négyzetére. Ebbdl kell most levezetniink a kdzépiskolaban is
hasznalt, téglalapokra vonatkozo teriiletképletet.

Tétel: Egy téglalap teriilete megegyezik oldalai hosszanak szorzatdval.
Bizonyitas:

Ha a téglalap oldalainak hossza egy-egy egész szam, akkor vagjuk fel a téglalapot egységnyi oldali
négyzetekre. A harmadik és negyedik teriiletaxioma miatt ekkor a nagy téglalap teriilete pontosan
akkora, ahany egységnégyzetre sikertilt 6t felvagnunk. Ebben az esetben tehat a tétel allitasa igaz.

Ha a téglalap oldalai koziil mindkett6 racionalis, akkor jelolje az egyik oldal hosszat 1/s, a masikét t/v,
ahol 1, s, t, v pozitiv egész szamok. Ennek a téglalapnak sv darab példanyabol 6ssze tudunk rakni egy
olyan téglalapot, aminek oldalai r, illetve t hosszuak. Mivel r és t egész hossztiak, ezért tudjuk, hogy a

nagy téglalap teriilete rt. Hasznalva az axiomainkat, kapjuk, hogy az eredeti kis téglalap teriilete :—E,

hiszen a nagy téglalapot a kis téglalapnak sv darab példanyabol raktuk dssze.

Altalanos esetben, ha a téglalap oldalainak hossza A, illetve B, akkor kozelitsiik az A, illetve a B
értéket is racionalis szamokkal (azért, mert racionalis oldall téglalapokra mar belattuk a tétel allitasat).

Jel6ljiik a téglalap meghatarozando teriiletét T-vel.
Legyen n egy olyan pozitiv egész szam, amelyre teljesiil, hogy % értéke az A és B értékénél is kisebb.

Ekkor (ahogy a szamok racionalis szamokkal valo kozelitésénél lattuk) valamilyen ny és ng pozitiv
egészekre teljesiil, hogy

M<A<nA_+1ésn_B<B<nB+1
n ~ n n -~ n '
Ekkor tehat egy r;—A és %B oldalu téglalap belefér az eredeti, T teriiletii téglalapba, mig egy nAn+1 ¢s 2Bt

oldalu téglalapba belefoglalhat6 az eredeti téglalap.



MY A<

Igy a keresett T teriiletre teljesiil, hogy

nyg+1l ng+1
n n '

<T<

= |2
=g

Ugyanakkor tudjuk azt is, hogy minden elegendden nagy pozitiv egész n szamra

n

B < AB<

np+1l ng+1
n— n n ’

= |2

Innen kellene bizonyitanunk, hogy AB=T. Ehhez elég lesz megnézni, hogy mekkora az
egyenldtlenséglanc két szélén elhelyezkedo téglalapteriilet kiilonbsége:

ng+lng+l nyng _ (TlA+1)(TlB+1)—TlATlB _ngngtngtngt+l-ngng _ _ ngtng+l _ ny + np + 1
n n nn n? n? n? n?2 n?2 n?
1 n 1 n 1 1 1 1

:_._A+_._B+_ S—'A+—'B+—.
n n n n n? " n n n?

Mivel n-et akarmilyen nagynak valaszthatjuk, valamint A és B rogzitve van, ezért vilagos, hogy az

SR

“A+ % ‘B + % kifejezés infimuma nullaval egyenld.

Ezért sziikségképpen AB=T, azaz a téglalapunk teriilete biztosan AB-vel egyenld. l

A térfogatra vonatkozo6 axidomak a teriiletre vonatkozo6 axiomak analog megfogalmazasai:
1. A térben egy adott test térfogata nem lehet negativ.
2. Egybevago testek térfogata megegyezik.

3. Ha egy testet keét, kozos belsé pont nélkiili testre vagunk, akkor a keét test terfogatanak dsszege
megegyezik az eredeti test térfogataval.

4. Az egységnyi oldalu kocka térfogata egy.



Ugyanazzal a modszerrel, amit a téglalapoknal hasznaltunk, a téglatestekrdl is be lehet bizonyitani,
hogy térfogatuk egyenld a harom oldaléliik szorzataval.

Pithagorasz tétele és a tétel megforditasa

Most elérkeztiink oda, hogy be tudjuk bizonyitani a kozépiskolaban mar megismert Pithagorasz-tételt,
a megforditasaval egylitt.

Pithagorasz tétele: Egy haromszog pontosan akkor derékszogii, ha két oldalanak négyzetésszege
megegyezik a harmadik oldal négyzetével.

Bizonyitas:

Két iranyt kell bizonyitanunk. E16szor bebizonyitjuk, hogy ha a hdromszog derékszogii, akkor a
befogok (tehat az egymassal derékszoget bezaro oldalak) négyzeteinek dsszege egyenld a harmadik
oldal négyzetével.

Legyenek a derékszogii haromszogiink oldalhosszai ,,a”, ,,b” és ,,c”, ahol a ,,c”” hossziisagu oldallal
szemben fekszik a derékszog (tehat ez az atfogo).

Szerkessziink egy olyan négyzetet, aminek oldalhossza (a+b). A négyzet oldalain valamilyen iranyban
végighaladva jeldljiik ki a csticsoktol ,,a” tavolsagra fekvé osztopontokat az abran lathaté modon:

-

a 0 ' Ag

== A

A bels6 osztdpontok egy ¢ oldalhosszisagu négyzetet hataroznak meg, és ezen négyzet mellett 1étrejon
még négy olyan derékszogli haromszog, melyeknek oldalhosszai ,,a”, ,,b” és ,,c”.

A nagy négyzet teriilete egyenld a belsé kisebb négyzet teriiletének, illetve a négy kis egybevago
derékszogii haromszog teriiletének 6sszegével. Két ilyen derékszogii haromszogbol dsszerakhato egy
téglalap, aminek oldalai ,,a” és ,,b” hosszliak, ezért a négy derékszogli haromszog Osszteriilete 2ab.



Tehat a nagy négyzet teriilete kétféleképpen kifejezve

(a + b)? = c? + 2ab, innen

a? + 2ab + b% = ¢2 + 2ab, azaz a® + b? = c?. Ezzel az egyik iranyt belattuk.

Annyit kell még bizonyitani, hogy ha két oldal négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal négyzetével,

akkor a haromszog biztosan derékszogii. Legyen tehat adva egy olyan haromszog, amelynek oldalai

", b7 illetve ,.c” hossziak, és amelyben a? + b? = 2.

Tekintsiik azt a haromszoget, amelynek két oldala ,,a” és ,,b”” hosszu, ahol ezek az oldalak derékszoget

zarnak be. Legyen a harmadik oldal hossza x. Az elézéek miatt tudjuk, hogy a? + b? = x2,

Tehat ebbdl kapjuk, hogy c? = x2. Mivel ¢ és x egyarant tavolsagokat jeldltek, ezért c=x (hiszen a
nemnegativ szamok korében a gydokvonas egyértelmii). Ezért a haromszdgnek valoban derékszogiinek
kell lennie, ahogy azt allitottuk. [

Kiilon szot kell ejteniink az ilyen tipusu tételekrél, amelyekben tobb iranyt kell bebizonyitanunk.

Két allitast akkor neveziink ekvivalensnek (egyenértékiinek), ha azok egymasbol logikailag
kovetkeznek. Ilyenkor éliink a ,,pontosan akkor”, masképpen az ,,akkor és csak akkor” szohasznalattal.

Fent tehat azt bizonyitottuk, hogy az alabbi két allitdas ekvivalens (egymasbol kovetkeznek):
1.A haromszog derékszogii
2.4 haromszégben két oldal négyzetének osszege megegyezik a harmadik oldal négyzetével

Azért volt tehat sziikség két iranyra a bizonyitasunk soran, mert be kellett latnunk, hogy az 1. allitas
maga utan vonja a 2. allitast, és a 2. allitds maga utan vonja az 1. allitast.

A téglatest testatlojanak hosszisaga

A Pithagorasz-tétel segitségével konnyen kifejezhetjiik egy téglatest testatlojanak (azaz két szemkozti
csucsat 0sszekoto szakasznak) a hosszat a téglatest éleinek felhasznaldsaval. Amennyiben a téglatest
¢lei ,,a”, ,,b”, illetve ,,c” hosszuak, akkor elészor fejezziik ki csak egy olyan lapnak a lapatlojat,
melynek oldalai ,,a” és ,,b” hosszlak. Ez a lapatld a Pithagorasz-tétel miatt Va? + b?. Ahhoz, hogy a
testatlot kifejezziik, észre kell venniink, hogy a testatlo atfogd egy olyan derékszogili haromszogben,

melynek befogdi Va? + b2, illetve ¢ hosszaak.

Igy a testatlo hossza (a Pithagorasz-tétel ujabb felhasznalasaval) éppen

J(Vaz + b2)2 + c2=+va% + b? + 2.

A paralellogramma és a hiromszog teriilete



Paralellogrammanak az olyan négyszogeket nevezziik, melyeknek szemkdozti oldalai parhuzamosak.
Eddigi eredményeink alapjan kdnnyen be tudjuk bizonyitani az alabbi tételt:

Tétel: A paralellogramma teriilete megegyezik egy oldaldanak és az ezen oldallal szemkézti oldaltol
vett tavolsagnak a szorzatdval.

Bizonyitas:

Egy paralellogrammat at tudunk darabolni téglalalappé az abran lathaté modon:

Innen a tétel allitasa (a teriiletre vonatkozé axiémékat hasznalva) kovetkezik. [|j

A szemkozti oldalak tavolsagat a paralellogrammaban magassagnak szoktuk nevezni (ezekbdl kettd
van, mert két szemkdzti oldalpar van).

Az el6z0 tételbol mar nagyon egyszeriien kaphat6 a haromszdgekre vonatkozo teriiletképlet.

Tétel: Egy haromszog teriilete fele egy adott oldalanak és az ezen oldallal szemkozt elhelyezkedd
csucsnak a kiszemelt oldaltol vett tavolsaganak szorzataval.

Bizonyitas:

Barmely haromszoget ki tudunk egésziteni egy nala kétszer akkora teriiletii paralellogrammava:



A paralellogramma teriiletképletébdl adodik az allitas. I

Egy haromszdgben egy csticsbol a vele szemkdzti oldalra merélegest allitva, a haromszog egy
magassagat kapjuk (ezekbdl egy haromszogben harom darab van).

Néhany megjegyzés vektorokrol

A vektoroknak a teljesen axiomatikus bevezetésére késébb lesz lehetdségiink, most csak szemlélet
alapjan bevezetjiik a fontosabb kapcsolodo alapfogalmakat.

Térben vektoroknak nevezziik az Gn. iranyitott szakaszokat. Tehat ezek olyan szakaszok, melyeknek
van egy kezdépontja, illetve egy végpontja. Két vektort pontosan akkor tekintiink egyenlének, ha
parhuzamosak, egyforma hossziak, és az iranyitasuk is azonos.

A vektor hosszat masnéven a vektor abszolutértékének nevezziik.

A vektorok korében is 1étezik Gn. nullvektor, illetve a vektorokat szorozhatjuk Gn. skalarokkal. Ezek
a skalarok altalaban valamilyen valos szamok. Negativ szammal torténd szorzaskor a vektor iranyitasa
megvaltozik, a vektor hossza pedig a skalar abszolutértékének megfeleléen valtozik.

Mivel a vektorok szemléletesen valamilyen eltolast, illetve térbeli elmozdulast irnak le, ezért vektorok
Osszegét rendszerint a lancszabaly segitségével értelmezziik. Ez azt jelenti, hogy geometriailag
megnézziik, hogy az 6sszeadando vektorok egylittesen milyen eltolast eredményeznek.



Gorbék ivhosszarol

Mivel két pont tavolsagat tudjuk mérni, ezért viszonylag kézenfekvd, hogyan kell értelmezniink pl.
sokszogek keriiletét. Azonban sok esetben sziikség lehet arra, hogy bizonyos gorbék ivhosszat
meghatarozzuk.

Legyen adva egy térbeli gorbe, aminek van egy iranyitasa (ezt az egyszeriibb targyalas kedvéért
vezetjiik be). A térbeli iranyitott gorbénknek legyen egy kezdd— és egy végpontja, melyek akar egybe
is eshetnek. A kezddponttdl a végpontig haladva vegyiink fel egymas utan véges sok pontot a gérbén,
melyeknek szdmozasa a kezddponttdl a végpontig haladva egyesével ndvekszik.

Kosstink 6ssze minden egyes kivalasztott pontot a rakdvetkez6 ponttal, €s mindig mérjiikk meg az igy
kapott szakasz hosszat. Adjuk Ossze ezeket a hosszisagokat, igy a gorbe hosszanak egy kozelitd
értékét kapjuk.



A kulcskérdés az, hogy miként kellene értelmezniink a gorbe ivhosszat. A valasz a szemlélet alapjan
rendkiviil egyszer(i. Mivel a szakaszok 0sszhossza a szemlélet miatt legfeljebb olyan hosszu, mint a
kozelitett ivhossz, ezért definicié szerint az imént bevezetett (alulrol) kozelité értékek halmazanak
szuprémuma lesz a gorbe ivhossza (természetesen ez konszenzus alapjan torténik igy).

Torottvonalak és ivhosszak

Egymashoz kapcsolodo szakaszok ugynevezett torottvonalat alkotnak. Az iranyitott gorbe ivhosszat a
tordttvonalak segitségével ugy lehetne definialni, mint az iranyitott gorbén haladas szerint egymas
utani pontokat dsszekoto torottvonalak hosszanak szuprémumat.

Egy hasznos tétel egymast tartalmazé konvex sokszégekkel kapcsolatosan

A késobbiekben tobbszor is sziikségiink lesz egymast tartalmazo sikbeli alakzatok keriiletének
Osszehasonlitasara. Ezzel kapcsolatosan fontos és alapvetd tétel a kovetkezo:

Tétel: Ha a sikban egy konvex sokszog tartalmaz egy masik konvex sokszdget, akkor a tartalmazo
sokszog keriilete legalabb akkora, mint a tartalmazott sokszéoge.

Bizonyitas:

El6szor is a tartalmazott sokszog egyik oldalanak egyenesével levagunk egy darabot a tartalmazé
soksz0gbdl. Miutan egy ilyen 1épést elvégziink, a haromszdg-egyenlétlenség kdvetkeztében a
tartalmazo sokszog keriilete nem novekedhet, a tartalmazotté pedig valtozatlan marad.

Vilagos, hogy a fenti 1épés véges sokszori ismételgetésével eljutunk a tartalmazott sokszogig, és ezzel
a tételt belattuk. l



A kor Kkeriilete, a T szam bevezetése

A hasonlésagi transzformaciok részletes targyalasat melldzve abbol indulunk ki, hogy barmely két kor
hasonl6 egymashoz, ezaltal a kor keriilete egyenesen aranyosan valtozik a sugardnak hosszaval.

Tulajdonképpen annyi dolgunk van, hogy bebizonyitsuk, hogy egy egységnyi sugari kornek
valoban véges hosszi a Keriilete.

Elég annyit belatnunk, hogy az egységkornek mint gorbének véges az ivhossza.

A gorbék ivhosszarol elmondottak alapjan az egységkor keriilete a belé irt sokszogek keriileteinek
szuprémuma. Tekintsiik most a beirt sokszdgeket. Ezen beirt sokszogek mindegyikének kertilete
kisebb, mint a kor keriilete.

Tekintsiik ugyanakkor az egységkor koré irt szabalyos haromszdget is. Az egymast tartalmazo konvex
sokszogek keriiletérol szolo tétel miatt a koriilirt szabalyos haromszog keriilete nagyobb, mint
akarmelyik beirt sokszdg keriilete. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy a beirt sokszogek keriileteinek
szuprémuma nem lehet nagyobb, mint a koriilirt szabalyos haromszog keriilete.

Ha ugyanis a beirt sokszdgek keriileteinek szuprémuma nagyobb lenne, mint a koriilirt szabalyos
haromszog kertilete, akkor lenne olyan beirt sokszog, aminek keriilete nagyobb a koriilirt szabalyos
haromszog keriileténél, ez pedig az egymast tartalmazo konvex sokszogek keriiletérdl szolo tételnek
ellentmondana.

Tehat a beirt sokszogek keriileteinek halmaza feliilrdl korlatos, ezért ennek a halmaznak van
szuprémuma, vagyis az egységkornek l1étezik véges keriilete.

Ezaltal lehetéségiink nyilik a m szam bevezetésére.

Definicio: Az egységkor keriiletének hossza 2.

Korivek és kozépponti szogek (fejezet a szogek mértékérol)



A teljes korh6z mint kdrivhez tartozo kozépponti szoget teljesszognek nevezziik. A félkorhoz mint
korivhez tartozo kozépponti szoget egyenesszognek nevezziik.

Alapvetden fontos eredmény, hogy a kdrben egy koriv hossza és a hozz4 tartozo kdzépponti szog
egymassal egyenes aranyossagban van. Ezt mondja ki a kdvetkezo tétel:

Tétel: Adott kérben két koriv hossza ugy aranylik egymashoz, mint hozzdjuk tartozo kézépponti
szogek.

Bizonyitas:
Ezt a tételt 1ényegében ugyanigy bizonyithatjuk, mint a téglalapok teriiletérdl szol6 tételt.
Induljunk ki az egységnyi sugara korbol, melynek keriilete 2.

Legyen el6szor n valamilyen pozitiv egész szam. Tekintsiink egy olyan korivet, amihez tartozo
koézépponti szognek a mértéke a teljesszog 1/n —edrésze. Vilagos, hogy egy ilyen koriv hossza 2n/n,
ugyanis n darab ilyen korivbol rakhato ki az egész korkeriilet.

Most legyenek 0 < k <n egész szamok, és tekintsiink egy olyan kdrivet, amihez tartozé kdzépponti
szognek a mértéke a teljesszog k/n-edrésze. Az el6z6ekbdl vilagos, hogy az ehhez tartozd koriv hossza
2kn/n.

Végiil legyen 0 < a < 1 irracionalis szam, és vegyiink egy olyan korivet, amihez tartozo kdzépponti
szognek a mértéke a teljesszog o —szorosa. Legyen n olyan pozitiv egész szam, aminek reciproka
kisebb a-nal. A szamok racionalis szamokkal valoé kozelitésérol szolo tételhez hasonldan kapjuk, hogy

o e . k k+1 . . C .
1étezik olyan k pozitiv egész szam, amelyre —Sa< % Tehat az adott kdzépponti sz0ghdz tartozo

v . kK, k+1 . . o . . .
koriv hossza biztosan 5-27: és T'Zn kozé esik. Mivel n-et akarmilyen nagynak valaszthatjuk, ezért a
. e . . N N 2 : ,
szoban forgd koriv hossza biztosan a-27-vel egyenld, ugyanis —és—— mindig kozrefogja az o szamot,

. e g peimo K+l kK _ 1 ,, .
és ezen két szam kiilonbsége —— - = ami tetsz6legesen kicsi lehet. I

A most bizonyitott tétel alapjan van 1étjogosultsaga annak, hogy a teljesszoget is 2r-vel jeloljiik (az
egyenesszoget pedig természetesen mt-vel).

Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasi modszereir6l

Ebben a fejezetben megpréobaljuk attekinteni az egyenletek, illetve egyenletrendszerek megoldasanak
alapvet modszereit.

Egyenletek megoldasa soran tudnunk kell, hogy mindkét oldalt ugyanannyival ndvelve (vagy
csokkentve) a kiinduld egyenlettel egyenértékii (azaz ekvivalens) egyenlethez jutunk. Ugyanez a



helyzet, ha az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a nullatol kiilonb6z6 valds szammal szorozzuk.
Ezek konnyen kdvetkeznek a valos szamokrol megfogalmazott axiomakbol.

Vigyaznunk kell azonban egyéb 1épések alkalmazasa soran. Példaul ha mindkét oldalt négyzetre
emeljiik, akkor a kapott 1) egyenlet mar nem feltétleniil lesz ekvivalens az eredetivel.

Egyvaltozés polinomok

Els6fokt egyenleteket konnytiszerrel meg tudunk oldani (tehat olyanokat, mint pl. 3x-6=0).

A masodfoku egyenletek megoldasahoz mar megoldoképletet hasznaltunk a kozépiskolaban. Ezt a
megoldoképletet itt most levezetjiik. Legyen a megoldand6 egyenletiink

Ax? + Bx +C = 0, ahol A, B, C adott valos szamok, és x az ismeretleniink.
Feltehetjiik, hogy A # 0, kiilonben ez egy szimpla els6foku egyenlet. Osszuk le mindkét oldalt A-val.

Az igy kapott ekvivalens egyenlet
x2+2x+ =0,
A" 4
Hasznalva a kéttagu Gsszeg négyzetére vonatkozo azonossagot, ez atirhatd gy, hogy

B\? (B\?* K c_ ., B\2 _(B\? c
(x+a) -(ﬂ) +Z_O’ ami atrendezve (x+ﬂ) —(ﬂ) e

Innen x-et konnyen kifejezhetjiik, amennyiben ismerjiik azokat a valos szamokat, amiknek négyzete

2
egyenld a (%) - % kiilonbséggel.

Azt mar tudjuk, hogy amennyiben létezik olyan valos x, ami megoldasa az egyenletnek, akkor

(5)2 £,

24) A

Ha elfogadjuk a gyokvonasrol kdzépiskolaban tanultakat, akkor a megoldasokat ugy fejezhetjiik ki,
hogy

2
B B c
12 24 24 A

_— y , , . —B+VBZ-4AC
K06z6s nevezdre hozéas utan kapjuk az x; , = ——

megoldoképletet. Itt (B? — 4AC) az
egyenlet Un. diszkriminansa.

Most megprobaljuk az eddigieket valamilyen formaban altalanositani.

Ha n természetes szam, és ¢y, ¢y, ..., ¢, valamilyen szdmok, akkor a



P(X) = Cpx™ + Cpp_ g x™ L + L. ¢y X + ¢, alaku kifejezéseket egyvaltozés polinomoknak nevezziik.
Ennek valtozoja itt az x, a ¢y, ¢y, ..., ¢, Szamok az ugynevezett egyiitthatok. Ha c,#0, akkor a
polinom 1n. foka egyenld n-nel (amennyiben n=0 és c,=0, akkor a polinomnak definici6 szerint
nincsen foka).

Eddig az els6- és masodfoku polinomok un. zérushelyeit/gyokeit kerestiik (tehat azokat a helyeket,
ahol a polinom a nulla értéket veszi fel).

Természetesen a zérushelyek keresése joval nehezebb, ha a polinom foka nagyobb ketténél.

Ha a polinom foka harom vagy négy, akkor létezik megoldoképlet, amivel megtalalhatjuk a
zérushelyeket (ezek az un. Cardano-féle képletek).

Mély algebrai eszkozokkel bizonyithatd, hogy négynél magasabb foku polinomokra nézve nem létezik
,rendes” megoldoképlet (Iényegében ezt mondja ki az Abel-Ruffini-tétel).

Persze ez nem jelenti azt, hogy bizonyos magasabb foku polinomoknak sosem tudjuk megtalalni a
zérushelyeit. Egyszertien csak annyit jelent, hogy nincsen kész képlet, amibe be tudnank helyettesiteni.

Adunk egy példat olyan 6todfoku polinomra, melynek zérushelyeit meg tudjuk talalni.

Legyen p(x) = x° - 5x* + 6x3. Ha ennek a polinomnak a zérushelyeit keressiik, akkor meg kell
oldanunk az x® - 5x* + 6x3 = 0 egyenletet. Vegyiik észre, hogy x3-t ki tudunk emelni.

x3(x?-5x + 6)=0.

Egy szorzat csak ugy lehet nulla, ha valamelyik szorzotényezdje nulla. Tehat x3-nak, vagy
(x? - 5x + 6)-nak egyenldnek kell lennie nullidval. Amennyiben x3 = 0, akkor x=0.

Ha x% - 5x + 6 =0, akkor a masodfokt megoldoképlet felhasznalasaval kapjuk az x=2, illetve x=3
megoldéasokat. Tehat az adott polinomnak harom valos zérushelye van, ezek x=0,2,3.

A Bézout-tétel

A p(x) = x> - 5x* + 6x3 polinom zérushelyeinek keresésekor a nullat mint zérushelyet konnyi volt
megtalalni. Ez egész egyszerlien annak kdszonhetd, hogy az adott polinomunkban a ¢, konstans értéke
nulla, hiszen x> - 5x* + 6x3 = x5 - 5x* + 6x3 + 0-x% + 0-x +0, azaz x-et biztosan ki lehet emelni, igy
x=0 zérushely.

Ezen észrevételiink altalanositasa az alabbi tétel:

Bézout-tétel: Legyen n pozitiv egész szam. Amennyiben a p(x) = cp,-x™ + cp_1x™ 1+ ... c; X+ ¢
polinomnak zérushelye az r szam, akkor ebbdl a polinombdl kiemelhetd (x-r).

Bizonyitas:

A Bézout-tételt legegyszeriibben a polinom fokara vonatkozo6 teljes indukcidval bizonyithajuk be. Ha
a polinom els6foku, akkor ez egyszertlien belathatd. Legyen ugyanis adott a p(x) = Ax+B els6foka

polinom (tehat itt A#0), aminek zérushelye r, azaz Ar+B=0. Innen atrendezéssel kapjuk, hogy r= - %.



Tehat Ax+B = A(x + %) = A(x — 1), ezzel az allitast els6foku polinomokra belattuk.

Tegylik fel, hogy az allitast belattuk, ha a polinom foka legfeljebb k, és most szeretnénk (k+1)-edfoku
polinomokra is bizonyitani.

Legyen tehat q(x) = cip1-x*t1 + cix® + ... ¢;X + ¢, olyan polinom, aminek zérushelye az r szam.
Vonjuk ki q(x)-bél cx4q - (x — r)**1-et, ekkor kapjuk a
Cop1 XK - g - (x =)L+ ¢pxk + ... ¢ X + ¢, polinomot.

Ennek az t1j polinomnak szintén zérushelye az r, mivel q(x)-nek és (x — r)**1-nek is zérushelye az r.
Ugyanakkor az ij polinom foka kisebb (k+1)-nél, mivel a kivonaskor x**1 teljesen kiesik.

Az indukci6s feltevés szerint az 1ij polinombol kiemelheté (x — ), a kivont ¢4 - (x — r)¥*1-bsl
szintén kiemelhet6 (x — r), ezért q(x)-bdl is kiemelhet6 (x-r), és ezt kellett bizonyitani. .

Tehat azt kaptuk, hogy egy polinom zérushelyeinek keresése 1ényegében megfelel annak, hogy az
adott polinombol szeretnénk kiemelni elséfoku szorzotényezoket.

A mar vizsgalt p(x) = x° - 5x* + 6x3 polinomot pl. teljesen szorzatta tudjuk bontani, ugyanis

x® - 5x* +6x3 = (x — 0)3-(x — 2)-(x — 3). Megfigyelhetjiik, hogy a a zérushelyeknek van egy tn.
multiplicitasa (ez tehat azt fejezi ki, hogy hanyszoros gyok/zérushely az adott zérushely). Ennél az
otodfoku polinomnal a nulldnak mint zérushelynek a multiplicitasa 3, a kettd €s a harom multiplicitisa

pedig 1.
Fiiggvényekrol altalinosan

A fiiggvényekrdl azt tanuljuk kézépiskolaban, hogy ezek valamilyen egyértelmii hozzarendelések. Az
alabbi definicioban részletesen elmagyarazzuk, hogy ez pontosan mit takar.

Definicio (Fiiggvény): Fiiggvény alatt egyértelmii hozzdrendelést értiink, ami az alabbi médon
jellemezheto:

1. adott egy A halmaz (ami az un. értelmezési tartomany), illetve ettdl fiiggetleniil egy B halmaz.

2. az A halmaz minden eleméhez hozzarendeljiik B-nek pontosan egy elemet.



A fiiggveny un. értékkészlete a B halmaz azon elemeinek halmaza, amik hozza lettek rendelve
legalabb egy A-beli elemhez.

Az ilyen tipus fliggvényekre nézve altalanosan az f: A = B jel6lést szoktuk hasznalni (tehat A az
értelmezési tartomany, az értékkészlet elemei pedig B-bdl valok).

Fontos megjegyezniink, hogy itt nem biztos, hogy minden B-beli elem hozza lett rendelve valamelyik
A-belihez, és 1étezhet olyan B-beli elem, ami tobb A-belihez is hozza lett rendelve.

Az olyan fiiggvényeket, amiknek értelmezési tartomanya a valos szamoknak egy részhalmaza, és a

felvett értékeik is valos szamok, a tovabbiakban a révidség kedvéért egyszeriien valos fiiggvényeknek
fogjuk nevezni.

Néhany valos fiiggvény, amiket mar ismeriink

Egyszert ¢s alapvetd fiiggvények az alabbiak (a teljesség igénye nélkiil):

1.Az identitasfiiggvény, ami az értelmezési tartomany minden egyes elemére ezt az adott elemet veszi
fel értékként (formalisan tehat f(x)=x teljesiil minden értelmezési tartomanybeli x-re)

2.A konstansfiiggvények (ezek mindeniitt ugyanazt az értéket veszik fel)
3.A polinomok

4.A hatvanyfiiggvények, azaz az f(x)=x¢ eldirassal kaphato fiiggvények, ahol ¢ valamilyen konstans,
¢s x a valtozo (ilyenkor altalanosan az értelmezési tartomany a nemnegativ szamok halmaza)

5.Az exponencialis fiiggvények, azaz az f(xX)=c* el6irassal kaphat6 fiiggvények, ahol ¢ valamilyen
pozitiv konstans, €s x a valtozo

Az itt leirt fliggvényeket mar gond nélkiil tudjuk értelmezni az eddig tanultak segitségével.

Novekedés és csokkenés

Definicio: Egy valos fiiggvényt szigortian monoton novekvonek neveziink, ha a behelyettesitett
értékek novekedtével a fiiggvény altal felvett értékek is egyre novekednek.

J6 példa szigortian monoton ndvekvo fiiggvényre a valds szamok halmazéan értelmezett
identitasfliggvény. De ismeriink ennél altalanosabb példakat is. A hatvanyok kiterjesztésével
foglalkozo6 részben lathattuk, hogy tetszdleges, egynél nagyobb alapt exponencidlis fiiggvény
szigortian monoton novekvo, azaz tetszéleges A > 1 rogzitett valos szam esetén a valos f(x)=A*
fiiggvény szigoriian monoton ndvekvo.

Definicio: Egy valos fiiggvényt monoton novekvionek neveziink, ha a behelyettesitett értekek
novekedtével a a fiiggvény altal felvett értékek nem csokennek.



J6 példa monoton novekvo fliggvényre barmely konstansfiiggvény.

Definicio: Egy valos fiiggvényt szigoruian monoton csokkenonek neveziink, ha a behelyettesitett
ertékek novekedtével a fiiggvény altal felvett értékek egyre csékkennek.

J6 példa szigoruan monoton csokkend fiiggvényre barmely exponencialis fiiggvény, melynek alapja 0
¢s 1 kozé esik, azaz tetszéleges 0 < A < 1 rogzitett valos szam esetén a valos f(x)=A* fiiggvény
szigoruan monoton csdkkend.

Definicio: Egy valos fiiggvényt monoton csokkendnek neveziink, ha a behelyettesitett értékek
novekedtével a a fiiggvény altal felvett értékek nem néovekednek.

J6 példa monoton csdkkend fiiggvényre barmely konstansfiiggvény.

Szélséértékek, minimumok és maximumok

Az n. abszolut (masnéven globalis) szélséértékek definicidja kézenfekvd, el6szor ezeket tekintjiik
at.

Definicio: Ha egy valos fiiggvéenynek van legnagyobb felvett értéke, akkor ezt az értéket a fiiggvény
abszolut (masnéven globdlis) maximumanak nevezziik. Azokat a helyeket, amelyeken az ilyen
fliggvény a maximalis értékét felveszi, maximumhelyeknek hivjuk.

Példaul a valds f(x) = 1-x? fiiggvénynek abszolit maximuma az 1. Az egyetlen maximumhely az x=0
pont, mivel a fiiggvény csak itt veszi fel az 1 értéket. Ennek a fiiggvénynek nincsen minimuma, mivel
értékkészlete alulrol nem korlatos.

Definicio: Hasonloan, ha egy valos fiiggvénynek van legkisebb felvett értéke, akkor ezt az értéket a
fliggvény abszolut (mdsnéven globdlis) minimumdnak nevezziik. Azokat a helyeket, amelyeken az
ilyen fiiggvény a minimalis értékét felveszi, minimumhelyeknek hivjuk.

Példaul a valds g(x) = (x — 1)? fiiggvénynek abszolut minimuma a 0 érték, és az egyetlen
minimumhelye van, ez pedig az x=1 (hiszen csak itt lesz a fliggvény értéke 0). Ennek a fiiggvénynek
viszont nincsen maximuma, mivel értékkészlete feliilr6l nem korlatos.

Némi magyarazatra szorul a lokalis (masnéven helyi) szélséértékek értelmezése.



Definicio: Az f(x) valos fiiggvény értelmezési tartomanyanak u pontja lokalis maximumhelye a szoban
forgo fiiggvénynek, ha van az u-nak olyan pozitiv sugaru kornyezete, hogy barmely olyan értelmezési
taromanybeli x-re, ami ebbdl a kérnyezetbol valo, teljesiil, hogy f(x) < f(u).

Az el6z6h6z hasonldé mddon vezethetd be a lokalis minimumhely fogalma is:

Definicio: Az f(x) valos fiiggvény értelmezési tartomanyanak u pontja lokalis minimumhelye a szoban
forgo fiiggvénynek, ha van az u-nak olyan pozitiv sugaru kornyezete, hogy barmely olyan értelmezési
taromanybeli x-re, ami ebbdl a kérnyezetbol valo, teljesiil, hogy f(u) < f(x).

Ahhoz, hogy az olvaso kapjon egy szemléletes képet a lokalis szélsoértékek jelentésérdl, célszerii

elemeznie az alabbi abrat:

[ T

Miiveletek fiiggvényekkel

Amennyiben az f(x) és a g(x) valds fiiggvények értelmezési tartomanya megegyezik, akkor rajuk
nézve természetes modon tudjuk értelmezni a hagyomanyos miveleteket, amiket a valos szdmoknal

megismertiink.

Definicio (valos fiiggvények kozti miiveletek):

Legyenek f(x) és g(x) olyan valos fiiggvények, amelyeknek értelmezési tartomanya azonos.
Ezen fiiggvények osszege az a valos fiiggvény, aminek az x helyen felvett értéke f(x)+g(x).

Ezen fiiggvények szorzata az a valos fiiggvény, aminek az x helyen felvett értéke f(x)-g(x).

Ezen fiiggvények f/g hanyadosfiiggvénye olyan x-ekre van értelmezve, melyekre g(x)#0, és ekkor a
hanyadosfiiggvény értéke egyenld f(x)/g(x)-szel.



A szogfiiggvények

A fiiggvények egy fontos osztalyat alkotjak a szogfiiggvények. Ezek a legtermészetesebb tton
geometriailag értelmezhetok. A szogfiiggvények értelmezéséhez a Descartes-féle derékszogu
koordinatarendszert fogjuk hasznalni.

Az origd (O pont) koriil rajzolunk egy egységnyi sugaru kort a koordinatarendszerben. Messe ez a kor
a vizszintes tengelyt a K pontban. Tekintsiik az egységnyi sugarti kor egy tetszéleges pontjat, legyen
ez P. Legyen az egységkoron a K-t60l P-ig az dramutato jarasaval ellentétes iranyban vezetd iv hossza
X.

X&‘nm.}r»hr

A sinx értéke definicio szerint a P pontnak a fliggéleges tengelyen vett koordinataja, mig a cosx értéke
definici6 szerint a P pontnak a vizszintes tengelyen vett koordinatéja lesz. Ily médon definidltuk a
szinuszfiiggvényt €s a koszinuszfiiggvényt is.

Az abran csak az els6 siknegyedben szemléltettiik a szinusz- és a koszinuszfiiggvény értelmezését, de
természetesen a Osszes siknegyedben ugyanigy tudunk eljarni.

Mivel a kor, ahonnan kivalasztottuk a P pontot, egységnyi sugari, ezért a Pithagorasz-tétel
felhasznalasaval kapjuk, hogy minden egyes x-szogre

sin?x + cos?x = 1. Ezt az dsszefiiggést trigonometrikus Pithagorasz-tételként is szoktdk emlegetni.

A tangens- és kotangensfiiggvényeket mar tudjuk értelmezni a szinusz- és a koszinuszfiiggvény
segitségével.

. . ‘1: sinx . COSX 1y, . v
A tangens értelmezése formalisan a tgx = et kotangensé tgx = p— eldirassal torténik. Fontos



azonban arra figyelniink, hogy ezek csak akkor vannak értelmezve, ha a nevezébeli mennyiségek
nullatol kiillonbozoek. Tehat a kotangensfiigvény nincsen értelmezve a m egész szamu tobbszordsein, a
kotangensfiiggvény pedig nincs értelmezve azokon a helyeken, amik n/2-t6] a m-nek valamilyen egész
szamu tObbszorosével térnek el.

A geometriai értelmezés alapjan konnyen beldthatok az alabbi 6sszefliggések:
sin(m — x) = sinx, cos(m — X) = -COSX, sin(g — x) = COSX

Hasznos lehet, ha a tangens- és kotangensértékeket is tudjuk geometriailag értelmezni. Hizzuk meg az
egységkornek az y-tengellyel parhuzamos érint6it. Ekkor az OP szakasznak a P ponton thli
meghosszabbitasa (ha a tangens értelmezve van) az érint6k koziill pontosan az egyiket metszi, legyen a
metszéspont T.

Az abran lathato hasonlé haromszdgek eldjeles oldalhosszabol kapjuk, hogy z::; = g—; = KT, azaz a

KT-nek az eldjeles hossza éppen tgx-szel egyenlo.

Ugyanigy értelmezhetjiik geometriailag a kotangenst, csak ott az x-tengellyel parhuzamos érintoket
kell megszerkeszteniink.

Néhany fontos egyenlétlenség szogfiiggvényekkel kapcsolatban

Belatjuk az alabbi, a szinuszra és a tangensre vonatkozo6 egyenlétlenséglancot.

Tétel: Amennyiben |x| < % akkor |sinx| < |x| < |tg x|.



Bizonyitas:

Tekintsiik az origo kdzéppontu egységkort, az origd legyen O, az egységkor a vizszintes tengely
pozitiv felét messe a K pontban. Adva egy P pont a kdrvonalon gy, hogy ennek a P-nek a vizszintes
tengelyre vonatkozo Q vetiilete a tengely pozitiv felére esik. Ez azt jelenti, hogy a K pontbol a P
pontba legfeljebb g hossz, eljelesen vett koriven tudunk eljutni, legyen ennek a korivnek a hossza

]

A PQK haromszog derékszogli, ebben az egyik befogd PQ, aminek hossza egyenld |sin x|-szel.
A derékszdgii haromszog egy befogdja nem hosszabb az atfogonal, ezért

|sin x| = PQ < PK. Ugyanakkor az ivhossz értelmezése miatt a PK biztosan nem hosszabb, mint a P és
K pontokat 6sszekot, [x| hosszasagh koriv. Ebbdl kapjuk, hogy |sin x| < |x|.

A tangensre vonatkozo6 egyenl6tlenség igazolasahoz is a geometriai értelmezést hasznaljuk. Egy olyan
derékszogi haromszogbdl kell kiindulnunk, aminek egyik befogdja egységnyi, a masik pedig [tgx|
hosszisagl. Az [x| hosszu koriv itt az dbran lathaté moédon kaphato:



Tukrozziik ezt az egész alakzatot az atfogo egyenesére:

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy az igy kapott deltoid keriilete nagyobb, mint annak az alakzatnak a
keriilete, amit a két egység hosszlisagl szakasz, illetve a 2[x| hosszsagl koriv meghataroz.

Kozelitsiik ugyanis a 2[x| hosszsagh korivet torottvonalakkal oly modon, ahogy azt a gorbék
ivhosszanak értelmezésénél lattuk. Az ilyen tordttvonalak hosszanak szuprémuma definicio szerint
éppen 2[x|. Az ilyen tordttvonalak a két egységnyi hosszisagu oldallal egyiitt mindig olyan konvex
sokszoget hataroznak meg, amik a deltoidba lettek beleirva. Tehat minden ilyen beirt sokszog keriilete
kisebb a deltoid keriileténél, azaz (2+2]tgx|)-nél. Ebbdl viszont az is kdvetkezik, hogy ezen beirt
sokszogek kertileteinek szuprémuma sem lehet nagyobb, mint (2+2|tgx|).

Tehat azt kaptuk, hogy 2+2[x| < 2+2Jtgx], azaz [x| < |tex|. ||}



A koszinusztétel

A szogfiiggvények felhasznalasaval konnyebben tudunk altalanos Osszefiiggéseket keresni egy
haromszdg oldalai és szogei kozott. Az egyik alapvetd eredmény az un. koszinusztétel.

Koszinusztétel: Ha egy haromszogben az oldalak hosszai ,,a”, ,,b” és ,,c”, valamint a ,,c” hosszusdgi
oldallal szemkézti sz6g mértéke y, akkor ¢ = a? + b? - 2ab-cosy.

Bizonyitas:

Huzzuk meg az ,,a” hosszl oldalhoz tartozé magassagot. El6szor tegyiik fel, hogy ez a szemkozti
oldalt valamely bels6é pontjaban metszi, legyen ez a bels6 pont D.

A magassag hossza ekkor b-siny, a D talppontot a masik (tehat a ,,b”” hosszt oldallal szemkdzti)
csuccsal 0sszekotd szakasz hossza pedig (a — b - cosy ).

A Pithagorasz-tétel szerint (b - siny)? + (a — b - cosy )? = c2.

A Dbal oldalon elvégezve a négyzetre emeléseket, kapjuk, hogy

b?-sin?y + a? - 2ab - cosy + b?-cos?y = b?-(sin’*y + cos?y) + a? - 2ab * cosy =
=b% +a? - 2ab - cosy.

Ezzel belattuk az allitast, ha az ,,a” hosszi1 oldalhoz tartozé magassag a szemkozti oldalt valamely
bels6 pontjaban metszi.

Hasonldan bizonyithato6 a tétel allitasa, ha ez a talppont valamilyen kiilsé pont.

Ha a magassagtalppont az ,,a” hosszu oldalnak a B ponton tuli meghosszabbitasan van, akkor az
(a — b - cosy ) mennyiség helyett a (b - cosy — a ) mennyiséget kell négyzetre emelniink, ami
formalisan persze ugyanaz.



Ha a magassagtalppont az ,,a” hosszl oldalnak a C ponton tili meghosszabbitasan van, akkor a y szog
nagyobb, mint derékszog. Ebben az esetben alkalmazhatjuk a sin(m — y) = sin vy, illetve cos(m —y) = -
cos y osszefliggéseket, és ugyanugy jarhatunk el, mint eredetileg tettiik. l

Vektorok koordinatai

Mivel a vektorok valamiféle elmozdulast fejeznek ki, ezért természetes 6tlet, ha megprobaljuk dket
koordinatazni. A térben tekintsiik a hagyomanyos koordinatarendszert, ami azt jelenti, hogy harom
tengely van (mondjuk x-, y- és z-tengely), melyek mindegyike atmegy az origon, és ezek a tengelyek
egymasra paronként merélegesek. Az origé6 mindharom koordinataja nulla. Barmely térbeli ponthoz
egyértelmtien tudunk harom koordinatat rendelni. Az els6 koordinatat tigy kapjuk meg, hogy
megnézziik, hogy az adott pontnak az x-tengelyre es6 vetiilete hova esik. Hasonloan kaphat6é meg a
masik két koordinata is.

Tekintsiink most egy adott vektort. Ha 6t koordinatakkal szeretnénk leirni, akkor feltehetjiik, hogy a
kezd6pontja az origoban van, és ezzel a megkdtéssel élve mar azzal tudjuk jellemezni, hogy a tér
melyik pontja az 6 végpontja (egyébként az origobdl induld vektorokat helyvektoroknak szoktuk
nevezni).

Az eléz6ek alapjan a tér pontjait, és veliik egylitt a térbeli vektorok mindegyikét le tudjuk irni harom
koordinata segitségével.

Vektorok dsszeadasakor koordinatanként torténik az osszeadas (hiszen igy tudjuk leirni, hogy
tengelyenként milyen elmozdulas torténik, miutan a vektorainkat 6sszeadjuk a lancszabaly szerint).

A hasonlésagi tulajdonsagok alkalmazasaval az is vilagos, hogy ha egy vektort megszorzunk egy
valds szammal (azaz vessziik az adott vektornak valamilyen skalarszorosat), akkor ez azt jelenti,
hogy meg kell szoroznunk minden koordinatat ugyanazzal a szammal.

Vektorok skalaris szorzata

A vektorok korében fontos szerepet tolt be az in. skalaris szorzas. Ezt mint miiveletet az alabbi modon
definialjuk:

Definicio (skaldris szorzat): Az a = (aq, a,, as) és a b = (by, by, b3) térbeli vektorok skaldris szorzata
ab=a.b; +a,b, + asbs.

Ebbdl a definiciobol konnyen ellendrizhetd, hogy a skalaris szorzas mint miivelet kommutativ (azaz
mindegy a sorrend), illetve disztributiv is a vektordsszeadasra nézve, azaz a(b + c¢) = ab + ac.

A skalaris szorzat a térben leirhaté ennél szemléletesebben is. Konnyl lesz bebizonyitani az alabbi
tételt:



Tétel: Ket térbeli vektor skalaris szorzata kiszamolhato ugy is, hogy az adott vektorok hosszat (azaz
abszolutértékiiket) eloszor 6sszeszorozzuk, majd a kapott értéket megszorozzuk a két vektor altal
bezart szog koszinuszdval.

Bizonyitas:

Legyen a két vektor a = (a;,a,,a3) ésab = (bq, by, bs), ezek bezart szoge legyen €. A téglatest

testatlojanak hosszarol sz616 eredményiink miatt | a | = y/a;2 + a2 +a32, |b | = \/blz +by? + b3,

la-b|=4/(a; —b1)? + (a; — by)? + (a3 — b3)2.

A koszinusztételt felirva kapjuk, hogy

2
2
(\/alz + a22 + 332) + <\/b12 + bzz + b32> - 2'\/312 + 322 + a32‘\/b12 + b22 + b32 *COSe=

2

= (\/(31 —by)? +(az —by)? + (a3 — b3)2)

Innen atrendezés utan kapjuk, hogy

Jai2 +a2 + a32-Jb12 +b,% + bsy? -cose =

2
(VarZras7vaz?) + <1/b12+b22+b32) ~(V@1-b1)7+(az—b;)7+(asbg)?)

2

_ 312+322+a32 + b12+b22+b32—[312+322+a32 + b12+b22+b32—2(a1b1 + azbz + a3b3)] _
= > =

=a;b; +a;b, + azbs, ez utdbbi pedig éppen a skalaris szorzat definicidja. Ezzel az allitast belattuk. l

Az addicios tételek

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogyan lehet kifejezni szogek 0sszegének, illetve kiilonbségének
szogfiiggvényeit. Be fogjuk bizonyitani az alabbi tételt:

Tétel (a szinuszra és a koszinuszra vonatkozo addicios tételek):



Tetszéleges a és 8 szogekre teljesiilnek az alabbiak:
cos(a+ ) =cosacosfB —sinasinf

sin(a+ f) =sinacosf +cosasinf

cos(f —a) =sina-sinff +cosa-cosf

sin(B —a) = sinfB cosa — cos B sina
Bizonyitas:

A szokasos modon tekintsiik a koordinatarendszerben az origd kozéppontu, egységnyi sugaru kort. Az
origd legyen az O pont, és legyen K az (1,0) pont. Legyenek a és § valamilyen szdgek. Legyen az OK
vektornak az O koriili @ szoggel valo elforgatottja az 04, mig az OK vektornak az O koériili B szoggel
valo elforgatottja az OB vektor.

Az AB szakasz hosszat jelolje h.

Ez a h hossza szakasz atfogd egy olyan derékszogii haromszogben, melynek befogéi |sin a — sin S,
illetve |cos @ — cos (| hosszisaguak.

A Pithagorasz-tétel miatt (|sin a —sin p|)? + (Jcos o — cosB|)? = h?.

Ugyanakkor h? kifejezhetd tigy is, hogy az ABO egyenld szara haromszdgben felirjuk a
koszinusztételt:

h?=12+12-2-1-1"cos(p—a)



Az el6z0 két egyenletet 6sszehasonlitva kapjuk, hogy
12412—-2-1-1-cos(Bp—a)=(|sina—sinP|)? + (|cos a — cos B|)2.
Tehat 12 + 12— 2-1-1-cos(p — a) = (sina — sinB)? + (cos a — cos P)?, azaz

2 — 2 cos(B — a) = sin®a + sin?f — 2sina - sin B + cos?a + cos?p — 2 coso - cosP = sin?a +
sin?p — 2 sino - sinP + cos?a + cos?B — 2cosa-cosp=2— 2 sina-sinf — 2 cosa- cosp.

Innen 2 —2cos(B—a) =2 —2-sina-sinf — 2 cosa - cos B, ami azzal ekvivalens, hogy
cos(B—a) =cosa-cosf +sina-sinp.

A sz6gek Osszegére vonatkozo koszinuszos addicios tétel innen mar konnyedén levezethetd. Ugyanis a
szogek kiilonbségére vonatkoz6 formulat hasznalva kapjuk, hogy

cos(B + a) = cos[p — (—a)] = cos(—a) - cos B + sin(—a) - sin B = cos a cos f — sin a sin .

A szOgek 0sszegére vonatkozo szinuszos addicios tétel megkaphatd a koszinuszos addicios tételekbdl,
az alabbi mddon:

sin(a + B) = cos E —(a+ B)] = cos [(g - a) - B] = cos(g —~ cx)cos( B) + sin(g — a)sin( B) =
=sinacos 3 + cosasin f3.

A kiilonbségre vonatkozo szinuszos addicios tétel innen eldjelvaltassal konnyen nyerheto:

sin(p — a) = sin[B + (—a)] = sin B cos(—a) + cos B sin(—a) = sin 3 cos o — cos B sina. .
Sorozatok és torlédasi pontjaik

Eddig csak kétféle sorozattal talalkoztunk: szamtani és mértani sorozatokkal. Valdjaban a sorozat
fogalma ennél joval altalanosabb. A sorozat olyan fiiggvény, aminek értelmezési tartomanya a
természetes szamok halmaza.

Ez azt jelenti, hogy a sorozat egyes elemeit egyesével végig tudjuk indexelni a természetes szamokkal,
de arra vonatkozoan, hogy mik legyenek a sorozat elemei, igazabol nincsen semmiféle szigort
megkdotés.

A mi praxisunkban tdbbnyire olyan sorozatok fognak eléfordulni, amik szamokbol (esetleg
vektorokbol) allnak.

A sorozatok esetén szintén fontos lesz szamunkra a torlédasi pont fogalma, amit formalisan
ugyanugy vezetiink be, mint azt a szamhalmazoknal tettiik:

Definicio: Egy szamsorozatnak torloddsi pontja a t valos szam, ha barmely d > 0 tavolsag esetén a
sorozatnak végtelen sok olyan eleme létezik, melyeknek a t-t6l vett tavolsdga kisebb d-nél.

A torlddasi pont fogalma —bar sorozatok esetében formalisan ugyanaz, mint a halmazoknal —egy kicsit
eltérd a sorozatok esetében. Ugyanis halmazoknal alapvetden ugy tekintjiik, hogy minden elem



egyszer van felsorolva, viszont sorozatoknal egy elem akarhanyszor szerepelhet. Ezaltal pl. egy
konstans sorozatnak is van torlodasi pontja (és ennek csak egyféle eleme van), ugyanakkor egy
egyelemill halmaznak nincsen torlddasi pontja.

Természetesen a korlatossag, infimum €s szuprémum ugyantgy értelmezend6 sorozatoknal, mint
ahogy azt halmazok esetében lattuk. A monotonitas pedig ugyanugy értelmezhetd, mint a
fiiggvényeknél (hiszen a sorozatok a fiiggvények specialis fajtai).

Ahogy a szamhalmazoknal tettiik, szamsorozatok esetén ugyanugy (felezéses eljarassal) bizonyithato a
Bolzano-Weierstrass-tétel:

Tétel (Bolzano-Weierstrass-tétel szamsorozatokra): Barmely korldtos, valds szamsorozatnak létezik
torloddasi pontja.

Konvergens és divergens sorozatok, sorozatok hatarértéke

A torlodasi pont segitségével kényelmesen definialhatjuk sorozatoknak egy nagyon fontos osztalyat,
az un. konvergens sorozatokat.

Definicio (konvergencia, hatdrérték): Egy valos szamsorozat konvergens, ha korlatos, és pontosan
egy torlodasi pontja van. Adott konvergens sorozat egyetlen torlodasi pontjat a szoban forgo sorozat
hatdarértékének nevezziik.

Azokat a sorozatokat, melyek nem konvergensek, divergensnek szoktuk nevezni.

A hatarérték fogalmat az eddigiek soran mar t6bb izben hasznaltuk, csak még sosem neveztiik meg,
hogy igazabdl errdl van szo. Gondoljunk vissza példaul az valos szamoknak a racionalis szamokkal
val6 kozelitésérol sz616 eredménylinkre. Ezt masképpen ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy
barmely valds szamot el6 lehet allitani valamilyen konvergens, racionalis elemii sorozat
hatarértékeként.

Ha jol meggondoljuk, akkor a hatvanyozasnal és gydokvonasnal, a téglalap teriiletképletének
bizonyitasakor, illetve a koriv hossza és a kozépponti szog egymashoz valo viszonyanak vizsgélata
soran is a hattérben a hatarérték fogalmat hasznaltuk.

Sét az V/n alakt szdmok vizsgalatakor azt lattuk be, hogy az x,, = ¥/n (ahol n=2, 3, 4, ....) eldirassal
definialt sorozat konvergens, és hatarértéke 1-gyel egyenld.

A konvergencia egy ekvivalens értelmezése



A szamsorozatok konvergencidjanak egy masik definicidja az alabbi:

Definicio (konvergencia, hatarérték): AZ xq, x5, X3, .... valos szamsorozat konvergens, és hatarértéke
az A valos szam, ha tetszoleges pozitiv d tavolsaghoz talalhato valamilyen k pozitiv egész
(kiiszob)index oly médon, hogy bdarmely k-ndl nagyobb n index esetén az x,, elemnek az A-t6l vett
tavolsdga kisebb d-nél.

Sz6 sincs arrol, hogy ez a definicid egy masfajta hatarértéket irna le. Mindjart tisztazni fogjuk, hogy a
konvergencianak ez a definicidja ekvivalens a régebbi, torlodési pont segitségével bevezetett
definicidval. Csupan kényelmi okokbol vezetjiik be ezt a masik értelmezést, ugyanis valamikor
egyszeribb lesz ezt hasznalnunk.

Az alabbi tételbdl vilagosan ki fog deriilni, hogy a konvergencédjanak a két eddig ismertetett definicioja
egymassal ekvivalens:

Tétel: EQy x4, X3, X3, .... valos szamsorozatra nézve az alabbi kijelentések ekvivalensek:

(i) létezik olyan A valos szam, melynek barmely pozitiv sugari kornyezetén kiviilre a sorozatnak
csak véges sok eleme esik

(i) a sorozat korlatos és pontosan egy torlodasi pontja van

(iii) letezik olyan A valds szam, amelyre igaz, hogy tetszéleges pozitiv d tavolsaghoz taldlhato
valamilyen k pozitiv egész index oly modon, hogy barmely k-nal nagyobb n index esetén az
X, elemnek az A-t6l vett tavolsdga kisebb d-nél.

Bizonyitas:

A fenti harom kijelentés ekvivalencidjat kell bizonyitanunk. Ezt tigy fogjuk megtenni, hogy el6szor
belatjuk (i) és (ii) ekvivalenciajat, majd utana (i) és (iii) ekvivalenciajat bizonyitjuk. Ebbol az
ekvivalenciarelaciok tranzitivitasi tulajdonsaga miatt adodik, hogy a harom kijelentés egymassal
ekvivalens.

Az (i) és (ii) ekvivalencidjanak bizonyitasa:
Bebizonyitjuk, hogy az (i) és az (ii) kijelentések ekvivalensek egymassal.

Ehhez els6 1épésként azt latjuk be, hogy minden olyan sorozat, ami rendelkezik az (i)-ben leirt
tulajdonsaggal, az rendelkezik az (ii)-beli tulajdonsaggal is. Tegyiik fel ugyanis, hogy a sorozatunkhoz
l1étezik egy olyan A valoés szam, melynek barmely pozitiv sugari kornyezetén kiviilre a sorozatnak
csak véges sok eleme esik. Legyen d tetszdleges pozitiv tavolsag. A feltétel szerint csak véges sok
olyan sorozatbeli elem van, ami (A-d)-nél kisebb, vagy (A+d)-nél nagyobb, ezért a sorozatunk egészen
biztosan korlatos. Az A pont biztosan torlodasi pontja a sorozatnak, hiszen ennek barmely pozitiv
sugaru kdrnyezetén beliilre a sorozatnak végtelen sok eleme esik. Elég tehat annyit megmutatnunk,
hogy A az egyetlen torlodési pont. Tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik a sorozatnak egy A-tol kiilonbozo
t torlodasi pontja is. Legyen az A-nak és a t-nek a tavolsaga D. Ekkor — 1évén, hogy t torlodasi pont —a
t-nek a D/3 sugart kérnyezetébe a sorozatnak végtelen sok eleme esik. Ugyanakkor az itteni végtelen
sok elem mind kiviil esik az A-nak a D/3 sugart kérnyezetén, ez pedig ellentmondas. Tehat az (i)
valdban maga utan vonja az (ii)-t.



Most azt bizonyitjuk, hogy minden olyan sorozat, ami rendelkezik az (ii)-beli tulajdonsaggal, egyben
rendelkezik az (i)-beli tulajdonsaggal is. Tegyiik fel tehat most, hogy a sorozatunk korlatos, és
pontosan egy torlodasi pontja van. Jelolje ezt az egyetlen torlodési pontot A. Bebizonyitjuk, hogy az
A-nak barmely pozitiv sugart kdrnyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok eleme esik. Ezt indirekt
bizonyitjuk. Tegyiik fel indirekt, hogy mégis 1étezik olyan d tavolsag, amelyre teljesiil, hogy a
sorozatnak az A-nak a d sugart kornyezetén kiviilre végtelen sok eleme esik a sorozatnak. Vegyiik
most figyelembe, hogy a sorozatunk korlatos. A Bolzano-Weierstrass-tételbdl kovetkezik, hogy a
sorozat azon elemeinek, amik az A-nak a d sugart kornyezetén kiviilre esnek, szintén 1étezik egy
torlodasi pontja, és vilagos, hogy ez a torlodasi pont A-t6l kiilonb6zo. Ezzel ellentmondasra jutottunk
az indirekt feltevésbdl, és igy igazoltuk, hogy az (ii) maga utan vonja (i)-t.

Az (i) és (iii) ekvivalencidjanak bizonyitasa:

Most azt latjuk be, hogy (i) és (iii) kijelentések is ekvivalensek egymassal.

El6szor belatjuk, hogy minden olyan sorozat, ami rendelkezik az (i)-ben leirt tulajdonsaggal, az
rendelkezik az (iii)-beli tulajdonsaggal is. Tegyiik fel, hogy valamilyen A szamra teljesiil, hogy az A-
nak barmely pozitiv sugarti kérnyezetén kiviilre a sorozatnak csak véges sok eleme esik.

Legyen d tetszdleges pozitiv tavolsag. A feltétel szerint a sorozatnak csak véges sok olyan eleme van,
ami nem (A-d) és (A+d) kozé esik. Mivel csak véges sok ilyen elem van a sorozatban, ezért 1étezik
olyan k pozitiv egész index, ami minden ilyen tipusu sorozatbeli elem indexénél nagyobb. Ezért ha n
olyan index, ami nagyobb k-nal, akkor az x,, elem biztosan az A-nak a d sugaru kérnyezetébe esik.

Még azt bizonyitjuk, hogy minden olyan sorozat, ami rendelkezik az (iii)-ben leirt tulajdonsaggal, az
rendelkezik az (i)-beli tulajdonsaggal is. Tegyiik fel ugyanis, hogy valamilyen A valds szam mellett a
sorozatunk teljesiti az (iii)-beli feltételt. Legyen d tetszdleges pozitiv tavolsag. Ehhez a feltétel szerint
1étezik olyan k index, hogy minden k-nal nagyobb n index esetén az x,, elem az A-nak a d sugart
kornyezetébe esik. Ez tehat azt jelenti, hogy az adott d mellett legfeljebb k darab (tehat véges sok)
olyan elem létezhet, ami nem esik bele az A-nak a d sugarti kdrnyezetébe. Mivel d tetszélegesen
valaszthato pozitiv érték, ezért ezzel belattuk, hogy (iii) maga utan vonja (i)-t. l

Monoton, korlatos sorozatok

Az alsOhatar- és a fels6hatar-axiomabol konnyen kdvetkezik az alabbi tétel:
Tétel: Barmely monoton, korlatos sorozat konvergens.
Bizonyitas:

A bizonyitast monoton novekedd, korlatos sorozatokra irjuk le, monoton csdkkend sorozatok esetén a
bizonyitas ugyanigy mitkodik.



Legyenek a sorozatunk elemei xy < x; <x, <x3 <......

A korlatossaga miatt ennek a sorozatnak van felsd korlatja, igy a fels6hatdr-axioma miatt van
szuprémuma, legyen ez S.

El6szor belatjuk, hogy S a sorozatnak torlodasi pontja. Legyen d rogzitett pozitiv tdvolsag. Mivel S a
sorozat elemeinek szuprémuma, ezért van olyan eleme a sorozatnak, ami nagyobb (S-d)-nél. A sorozat
monoton ndvekedése miatt az dsszes ennél nagyobb indexii elem is nagyobb (S-d)-nél, valamint az is
vilagos, hogy egyikiik sem lehet nagyobb S-nél, mivel S a szuprémum. Mivel ez tetszéleges pozitiv d-
r6l elmondhato, ezért S valoban torlodasi pontja a sorozatnak.

Még annyit kell beladtnunk, hogy S a sorozatnak az egyetlen torlodasi pontja. Tegyiik fel indirekt, hogy
van a sorozatnak egy masik torlédasi pontja is, jelolje ezt t. Mivel a sorozat elemei koziil egyik sem
lehet S-nél nagyobb, ezért t < S. Ugyanakkor a sorozatnak biztosan 1étezik olyan eleme, ami t-nél
nagyobb, legyen egy ilyen mondjuk az x;. A monoton névekedés miatt a sorozatnak legfeljebb k
darab, azaz véges sok olyan eleme 1étezik, ami nem nagyobb t-nél, a tobbi elem pedig mind nagyobb t-
nél.

Xk -t

Legyen =D, és tekintsiik a t pontnak a D sugara kornyezetét. Az el6bb elmondottak alapjan ebbe

a kornyezetbe a sorozatnak csak véges sok eleme eshet, ami ellentmond annak, hogy a t pontot mint
torlodasi pontot értelmeztiik. Tehat S az egyetlen torlodasi pont, és ezzel a tétel allitasat belattuk. .

Az Euler-szam bevezetése

Adjunk hozza az 1-hez egy nagyon kicsi pozitiv értéket, és a kapott szamot emeljiik fel akkora
hatvanyra, amekkora az 1-hez hozzaadott kicsi pozitiv szam reciproka. Ezaltal egy 1-hez kozeli, 1-nél
nagyobb értéket emeliink fel egy nagyon nagy hatvanyra. Ennek a hatvanynak a viselkedését fogjuk
vizsgalni.

n
Az elézoeket formalisan felirva az lesz a feladatunk, hogy vizsgaljuk az e,, = (1 + %) sorozatot.
Be fogjuk bizonyitani, hogy ez a sorozat konvergens. Ahhoz, hogy ezt megtehessiik, bevezetjiik az

n+1
E, = (1 + %) sorozatot is.

Bebizonyitjuk az alabbi tételt:

Tétel:

. 1\" Lo, .. "
(i) Aze, = (1 + Z) sorozat szigoruan monoton novekve.

. 1\ oo . .
(i) AzE, = (1 + Z) sorozat szigoruan monoton csokkend.



(iii) Pontosan egy olyan valos szdam létezik, ami az (e,,) sorozat minden eleménél nagyobb, és az
(E,,) sorozat minden eleménél kisebb.

Bizonyitas:
Az (i) bizonyitasa:

Legyen n rogzitett pozitiv egész szam. Vegylink (n+1) darab szamot ugy, hogy ezek koziil n darab
egyenld (1 + %)-nel, az (n+1)-edik pedig 1-gyel egyenld. Ezekre a szamokra alkalmazzuk a szamtani

¢s mértani kdzepek kozt fennalld egyenldtlenséget. Figyeljiikk meg, hogy itt most nem allhat fent
egyenlOség, hiszen nem az Osszes szam egyenld egymassal. Az egyenl6tlenséget alkalmazva tehat azt
kapjuk, hogy

1
n+1 1\" 1+n'(1+;) _1+n+1 _ n+l41 _ 1
1-(1+-) < = = =1+—.
n n+1 n+1 n+1 n+1

n n
Tehat " (1 +1) <1+
n n+1

Az egyenlétlenség mindkét oldala pozitiv, ezért mindkét oldalt (n+1)-edik hatvanyra emelhetjiik. igy
kapjuk, hogy

(1) < ()™

Ez pontosan azt jelenti, hogy e,, < e,1. Mivel n tetszéleges pozitiv egész szamot jelolt, ezért ezzel
belattuk az (i) allitas helyességét.

Az (ii) bizonyitasa:

Legyen n > 1 rogzitett pozitiv egész szam. Az (i) bizonyitdsdhoz hasonldan ismét a szamtani €s
mértani kozepekre vonatkozo egyenldtlenséget fogjuk alkalmazni (n+1) darab szamra. Ezen (n+1)
darab szam koziil n darabnak az értéke legyen egyenld (1 - %)—nel, az (n+1)-edik pedig legyen

egyenld 1-gyel.

Az egyenlétlenségben (ahogy az (i)-nél) nem teljesiilhet egyenldség. Felirva a szamtani és mértani
kozepekre vonatkozo egyenlétlenséget, az alabbit kapjuk:

1
n+1 1\ 1+n{1-—— n 1
1 (1-2) ()1
n n+1 n+l  14=
n

A bal oldalon all6 mennyiség n+1\[1 . (1 — %)n = n+1\[(1 — %)n = n+1\/(n7_1)n =



’ n
_nt , n—1 \% _ " 1
- ((n—1)+1) - <1+ﬁ) '

Tehat tudjuk, h " ! " !
< —_—
ehat tudjuk, hogy 1+ni1 1+%.

Az egyenlétlenség mindkét oldala pozitiv, ezért mindkét oldalt (n+1)-edik hatvanyra emelhetjiik. Igy
kapjuk, hogy

A bal oldal gy is irhatd, hogy % = ;, a jobb oldal pedig % =1
(o) B (e
Tehat — < —.
En_q n

Mivel a nevezOkben allé mennyiségek pozitivak, ezért a veliik vald szorzas utan az egyenl6tlenségjel
ugyanolyan iranyban fog allni. Mindkét oldalt szorozva E,,_;-E,,-nel kapjuk, hogy

Ep < Ep_;.

Mivel ez minden n > 1 indexre fennall, ezért az (ii) allitast ezzel belattuk.

Az (iii) bizonyitasa:

Vizsgaljuk meg az (E,, — e,,) kiilonbségeket.

_ 1\n+1 1\" _ 1\ 1 _ 1\" 1
Enmen=(147) -(1+3) =(14+7) [(1+3)-1]=(1+})
Ebbél azonnal leolvashatd, hogy minden n indexre e,, < E,,. Az (i)-ben és (ii)-ben belatott allitasok
miatt ebbdl kovetkezik, hogy minden n indexre e, < €,,41 < Ej41 < Ej,

Ez egyszeriibben megfogalmazva azt jelenti, hogy az [e,; E,, ] zart intervallumok az indexelés
sorrendjében egymast tartalmazzak (itt n=1, 2, 3, 4, .....). A Cantor-axiéma miatt ezeknek a zart
intervallumoknak biztosan van k6zds pontja. Még annyit kell belatnunk, hogy ezeknek az
intervallumoknak egyetlen k6z6s pontjuk van. Ehhez elég ismét az (E,, — e;,) kiilonbségeket
vizsgalnunk, méghozza abbol a szempontboél, hogy ezek milyen nagyok lehetnek.

o<k ez (142 b= (14 2) 22

Mivel n novekedtével a — pozitiv érték tetszolegesen kicsi lesz (masképp fogalmazva a neki megfeleld

sorozat hatarértéke a nulla), ezért biztosak lehetiink benne, hogy az [e,; E,,] zart intervallumoknak
csupan egy kozos pontja van. I



n
A fent bizonyitott tételbdl kovetkezik, hogy az e, = (1 + %) sorozat konvergens, €s a hatarértéke az

az egyetlen pozitiv valos szam, amelyet az [e,,; E, ] zart intervallumok mindegyike tartalmaz.

Definicio: Az e, = (1 + Z) sorozat hatarértékét Euler-szamnak nevezziik, és innentdl kezdve e-vel

fogjuk jelolni.

. 1\n+l o . e
Természetesen az E,, = (1 + Z) sorozat szintén konvergens, €s a hatarértéke ugyancsak az Euler-

Szam.

Az Euler-szam numerikus értéke e =2,7182......
Végtelenhez tartas

Miel6tt tovabbmegyiink, beszélniink kell a végtelenhez tartas fogalmarol.

Definicio (végtelenhez tartds): Egy valos szamsorozat tart a plusz végtelenbe, ha barmely ¢ valos
szam esetén teljesiil, hogy a sorozatnak csak véges sok eleme nem nagyobb c-nél.

Egy valos szamsorozat tart a minusz végtelenbe, ha barmely c valos szam esetén teljesiil, hogy a
sorozatnak csak véges sok eleme nem kisebb c-nél.

Lathatjuk, hogy a végtelenhez tartod sorozatok egyike sem konvergens, viszont a végtelenhez tartas is
egy, a konvergenciajéhoz hasonld viselkedést takar.

Az nyilvanvalo, hogy egy végtelenbe tartd sorozat nem lehet korlatos. Azonban ha egy sorozat feliilrol
vagy alulrél nem korlatos, még egyaltalan nem biztos, hogy a (plusz vagy minusz) végtelenbe tartana.
Tekintsiik ugyanis azt a sorozatot, aminek elemeit az alabbi médon képezziik:

1,2,1,3,1,4,1,5/1,6,1,7,1,8,1,9,1,10,1, 11, ..........
Ez a sorozat feliilrél nem korlatos, de nem tart a plusz végtelenbe.

Megallapodas szerint ugy tekintjiik, hogy a plusz végtelenbe tarto sorozatoknak a plusz végtelen
torlodasi pontja, a minusz végtelenbe tarto sorozatoknak pedig minusz végtelen torloddasi pontja.

Hasonloan a feliilrél nem korlatos szamhalmazoknak torlodasi pontja a plusz végtelen, és az alulrol
nem korldtos szamhalmazoknak torlédasi pontjia a minusz végtelen.

A fiiggvényhatarérték fogalma



A konvergens sorozatok hatarértékének fogalma altaldnosithaté fiiggvényekre nézve. Ehhez ki kell
valasztanunk a fliggvény értelmezési tartomanyanak valamely torlodasi pontjat, és meg kell nézniink,
hogy ha valamilyen értelmezési tartomanybodl szdrmazo sorozattal konvergalunk ehhez a torlodési
ponthoz, akkor hogyan viselkednek a sorozat elemei a fliggvénybe helyettesitve.

A definicid egészen pontosan az alabbi lesz:

Definicio (fiiggvényhatarérték): Legyen az u pont torlodasi pontja az f fiiggvény értelmezési
tartomdnyadnak. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az u pontban az A valos szam, ha
tetszéleges olyan (xv) sorozatra, melynek elemeli f értelmezési tartomanyabdl valok, és (x,,) sorozat
konvergdl u-hoz, akkor (f (xn)) sorozat is konvergens, és hatdrértéke A-val egyenld.

Vegylik észre, hogy az u pont nem feltétleniil van benne a fliggvény értelmezési tartomanyaban.

Nagyon fontos megérteniink, hogy a definicio tetszéleges u-hoz tartd (X») sorozatra vonatkozik,
aminek elemeit be tudjuk helyettesiteni az f fliggvénybe, és ha a behelyettesités utan kapott sorozat
mindig ugyanahhoz az A értékhez konvergal, akkor besz¢liink arrdl, hogy az f fliiggvénynek az u
pontbeli hatarértéke az A. Ezt Gigy szokas jelolni, hogy ,lcl_r,% fx)=A

A definicié természetes médon kiterjeszthet6é azokra az esetekre is, amikor u vagy A értéke nem
véges (tehat ezek koziil barmelyik lehet akar plusz, vagy minusz végtelen is). Ez teljesen 6sszhangban
van azzal a konszenzuson alapulo ténnyel, hogy a plusz (illetve minusz) végtelen torlodasi pontja a
feliilrdl (illetve alulrol) nem korlatos szamhalmazoknak.

A fentiekben megfogalmazottak alapjan az is vilagos, hogy a sorozathatarérték fogalma egy
specialis fiiggvényhatarértéket takar. A sorozatnak, amely egy fliggvény, ami a természetes szamok
halmazan van értelmezve, ilyenkor keressiik az esetleges hatarértékét a plusz végtelenben.

A hatarérték és a miiveletek

Felmeriil a kérdés, mi torténik a hatarértékekkel akkor, ha konvergens sorozatok kozott végziink
miiveleteket. Hasonloan az is kérdés, hogy mi torténik akkor, ha olyan fiiggvények kozott végziink
alapmtiveleteket, melyeknek ugyanabban a pontban van hatarértékiik.

ElGszor is sorozatokra bebizonyitjuk az alabbi tételt:

Tétel:

(i) Konvergens sorozatok sszege konvergens, és az dsszegként kapott sorozat hatarérértéke
ugyanannyi, mint a két ésszeadott sorozat hatdrértékeinek osszege.

(if) Konvergens sorozatok szorzata konvergens, és a szorzatként kapott sorozat hatarérértéke
ugyanannyi, mint a két 6sszeszorzott sorozat hatarértékeinek szorzata.



(iii) Konvergens sorozatok hdnyadosa konvergens, amennyiben a nevezdébe keriild sorozat nem tart
nullahoz. Ekkor a hanyadosként kapott sorozat hatarérértéke ugyanannyi, mint a kiindulo
sorozataink hatarértékeinek hanyadosa.

Bizonyitas:
El6szor tesziink néhany alapvetd észrevételt.

Legyen (a,,) olyan konvergens valos szamsorozat, aminek hatarérértéke A, és (b,,) olyan
konvergens valos szamsorozat, aminek hatarértéke B. Legyen d > 0 tetszOleges tdvolsadg. A
hatarértékre vonatkozo ekvivalens allitisokat megfogalmazoé tételbél tudjuk, hogy az (a,,)
sorozatnak csak véges sok eleme nincsen benne az A szam d sugarti kérnyezetében, illetve a (b,,)
sorozatnak szintén csak véges sok eleme nincsen benne a B szam d sugart kdrnyezetében. Ez azt
jelenti, hogy valamilyen k pozitiv egészre fennall, hogy minden k-nal nagyobb m index esetén az
a,, elem az A-nak, a b,, elem pedig a B-nek a d sugara kornyezetébe esik, azaz ezekre az m
indexekre A-d < a,,, < A+d; illetve B-d < b,,, < B+d.

Ezek ekvivalens modon ugy is felirhatok, hogy |(a,, — A)| <d, illetve |(b,, — B)| < d.
Ezen észrevételeink utdn készen allunk a tételbeli allitdsok bizonyitasara.
Az (i) bizonyitasa:

A fenti k-nal nagyobb m indexekre (felhasznalva azt, hogy egyenl6tlenségeket 6sszeadhatunk)
kapjuk, hogy

A-d)+B-d)<ay,+b,<(A+d)+(B+d).

Ez azzal ekvivalens, hogy -2d < (a,, + b,)-(A + B) <2d, azaz

|(a,, + by) — (A + B)| <2d,azaz (a,, + b,,)-nek és (A + B)-nek az egymastol vald
tavolsaga kisebb, mint 2d.

Osszefoglalva: barmely pozitiv d-hez létezik olyan k index, melynél nagyobb m-ek mindegyikére
teljesiil, hogy (a,, + b,,)-nek és (A + B)-nek az egymastol valo tavolsaga kisebb, mint 2d. Ez
viszont azt jelenti, hogy (i) igaz.

Az (ii) bizonyitasa:
Tekintsiik az elézetes €szrevételben bevezetett k-nal nagyobb m indexeket.

Ahogy az (i) bizonyitasaban az (a,, + by,)-nek és (A + B)-nek az egymastol valo tavolsagat
vizsgaltuk, gy most a,, - by, -nek és A-B-nek az egymastol valo tavolsagat kell vizsgalni.

Ez a tavolsag masképpen |a,, - b,, — A B|.

Ahhoz, hogy ezt a tavolsagot hatékonyan tudjuk becsiilni, egy atalakitast végziink rajta. Vegylik
észre, hogy |a,, * by, —A-B|=lay, by —ayn B +a,-B—A-B|

Ezt az atalakitast azért végeztiik el, mert igy mar ki tudunk emelni:



lam by —am*B+a, B—A-B|=l|ay, " (b, —B)+B-(a, —A4)|.
Az |x + y| < |x| + |y| haromszog-egyenlStlenség alapjan kapjuk, hogy
lam * (b — B) + B+ (am — A < |am - (b — B)| + |B - (a, — A)I.
Itt a jobb oldalt 4talakithatjuk gy, hogy

|am * (bm — B)| + B (ay, — A)| = |am||(by, — B)| + |B|-|(am — A)|.
Ezekre érvényesek az alabbi egyenldtlenségek:

| @ | |(by — B)| + |B|-[(am — A)| < |am|-d + |by|-d = (lam| + |byl)-d.

Az (a,,) és (b,) sorozatok konvergenciaja miatt mindkét sorozat korlatos, ezért abszolutértékeik
osszege is korlatos. Igy az (|a,,| + |by,|)-d mennyiség, ami nagyobb az a,, - b,,,-nek és A-B-nek
az egymastol valo tavolsagandl, tetszélegesen kicsi lehet, ha d értékét elég kicsinek valasztjuk.

Ezzel az (ii)-beli 4llitast belattuk.

Az (iii) bizonyitasa:
Legyen a nevezdbe kertil6 sorozat (by,), amirdl feltessziik, hogy nem tart nulldhoz, azaz eddigi
jeloléseink szerint B # 0. Mivel nem tart nullahoz, ezért legfeljebb véges sok eleme lehet nullaval
egyenld, ezért formalisan az (Z—") sorozatnak csak véges sok eleme nem értelmezhetd, igy van

n

1étjogosultsaga, hogy ezen sorozatnak a konvergenciajat vizsgaljuk.

Legyen d olyan pozitiv tavolsag, ami |§|—nél kisebb. Tudjuk, hogy a (b,,) sorozatnak csak véges
sok eleme nem esik a B-nek a d sugarti kornyezetén kiviil, igy 1étezik olyan k index, hogy minden
k-nal nagyobb m index esetén b,,,-nak a B-t6l vett tavolsaga kisebb d-nél (és igy kisebb |§|—nél is).
Rogzitsiink egy ilyen m indexet. Az ilyen m indexekre tehat teljesiil, hogy |b,,, — B| < d, illetve az
is, hogy |b,,| > |§| Az utdbbi azért igaz, mert a d tavolsagot tigy valasztottuk, hogy kisebb legyen
|E|-nél.
2
1

El6szor vizsgaljuk specialisan az (b—) sorozat konvergenciajat. Azt kellene bizonyitanunk, hogy
n

. Y 1
ez a sorozat konvergens, és hatarértéke >

, , 1 1 1,1, e,
Ehhez elég a mar fent bevezett m mellett az |b— - E|-et, azaz .—¢és o tavolsagat vizsgalnunk.
m m

L_lzbm_-B|= _ .|;: _ |L||1|
bm B| |bm-B b — B bm'B | (b — B)I bl 1Bl

Erre teljesiilnek az alabbi egyenlétlenségek:

111 2] |1
— Jd=I-1=] < d-1=]- 1=
b — B |bm| |B| d |B| |B|'



Vilagos, hogy ha a d pozitiv értéket elég kicsinek valasztjuk, akkor d- |§||%| pozitiv mennyiség is

tetsz6legesen kicsi lehet.

Ezzel belattuk, hogy az (bi) sorozat konvergens, és hatarértéke %.
n

Az (ii)-beli tulajdonsag miatt az (? ) sorozat is konvergens, és hatarértéke —» ugyanis
n

Z—" =a, - bi. Ezzel az (iii)-beli allitast is bebizonyitottuk. l
n n

Altalanosan a fiiggvényhatarértékekre is bebizonyithato a fenti tétel megfeleléje, a bizonyitas soran
sz0 szerint ugyanugy lehet eljarni, ahogy azt az el6z6ekben tettiik, ezért ennek a tételnek a bizonyitasat
itt nem részletezziik.

Tétel (A fiiggvényhatdarértek és a miiveletek) :

Legyenek az f és g olyan valos fiiggvények, amik ugyanott vannak értelmezve, tovabba legyen u
torlodasi pontja a kozos ertelmezési tartomanyuknak. Amennyiben valamilyen A, illetve B valos
szamokra teljesiil, hogy lim f(x) = A, lim g(x)=B, akkor:

X—U X—Uu

(i) lim (fx)+gx)) = A+B
(i) lim flx)g(x) = 4B
fo A

(iii)feltéve, hogy B # 0, teljesiil, hogy ){’_’ﬁ,g(_x) T B

A hatvanyozas és gyokvonas miiveleti tulajdonsagai

A hatarérték miiveleti tulajdonsagainak segitségével mar képesek lesziink arra, hogy igazoljuk a
hatvanyozasnak és gyokvonasnak a kdzépiskolaban megismert (de ott nem bizonyitott) miiveleti
tulajdonsagait. Természetesen beszélhetiink csak szigortian csak a hatvanyozas tulajdonsagairol is,
hiszen minden gydkvondas egyfajta hatvanyozast jelent, ugyanis tetszéleges 1-nél nagyobb n egész
esetén egy nemnegativ szam n-edik gyoke ugyanaz, mint az adott nemnegativ szdmnak az %—edik
hatvanya. Az utobbir6l mar felezéses eljarassal bizonyitottuk, hogy minden esetben 1étezik, raadasul
értéke egyértelmilen meghatarozott.

Miel6tt ratérnénk a hatvanyozas miveleti tulajdonsagainak altalanos vizsgalatara, a konnyebb
targyalas kedvéért eloszor azokat csak racionalis kitevokre bizonyitjuk, egy segédtételben
Osszefoglalva.

Segeédtétel: Ha A és B pozitiv valos szamok, illetve x és y tetszoleges raciondlis szamok, akkor a
kovetkezok teljestilnek:

(i) (AB)* = A*-B*

(i) A%A* =1



(iii)) (4¥)Y = A*Y

(iv) AX+Y = A%.AY

Bizonyitas:

Mivel x és y is raciondlis, ezért kiilon-kiilon felirhatok két egész szam hanyadosaként. Legyen x = g,
illetvey = % Nyilvan az is feltehetd, hogy s és v egyarant pozitiv egészek (hiszen ha valamelyik nem

az, akkor az adott tortben egyszerre megcserélhetjiik a szamlalo és a nevezo eldjelét).

Az (i) bizonyitasa:

(AB)* = (AB)s, ennek s-edik hatvanya (AB)".
S

A%-B¥ = A5-Bs , ennek s-edik hatvanya (AE)S-(BE) = AT-BT.

Az, hogy egész r-ekre (AB)" = A"-B" teljesiil, kozvetleniil kovetkezik az egész kitevokre vonatkozo
definiciobol. Tehat (AB)s-nek az s-edik hatvanya megegyezik As-Bs-nek az s-edik hatvanyaval. Az s-

edik gyokre vonatkozo egyértelmiiségi tétel miatt ebb6l kovetkezik, hogy (AB)s = As-Bs.

Az (ii) bizonyitasa:

r

Az A%-A% = As-A”s szam s-edik hatvanya (AE)S-(A‘E)S = ATAT

Az egész kitevjii hatvanyok definicidjabol adodik, hogy A™-A™" = 1, ezért (hasznalva az s-edik
gyokre vonatkozo egyértelmiiségi tételt) kapjuk, hogy As-A™s = 1.

Az (iii) bizonyitasa:

rt rt

A*Y = A5v = Asv, ennek az sv-edik hatvanya A",

()

t v

A%y = (AE)U , ennek az sv-edik hatvanya az

t
v , . ,
szamnak az s-edik hatvanya.

tqV
hd rt

(Y] = ()

Ugyanugy, mint az el6z6ekben, az allitas helyessége a gyokvonasra vonatkozd egyértelmiiségi tételbol
kovetkezik.

r\S7¢
, ennek az s-edik hatvanya pedig [(AE) ] = (ANt =4




Az (iv) bizonyitasa:
N

rot r\S1Y t\V
A¥-AY = As-Av, ennek az sv-cdik hatvénya [(AE) ] -[(AE) ] = ATVAS = pTvsts,

r t rv+ts

AX*Y = A5y = A7sv |, ennek az sv-edik hatvanya ATV*ES,

Ugyanugy, mint az el6z0 pontokban, az allitas helyessége a gyokvonasra vonatkozo egyértelmiiségi
tételbdl kovetkezik. [

Tétel:Legyen A pozitiv valos szam, valamint legyen (1,) olyan raciondlis tagii sorozat, ami
konvergens, és hatarértéke a ¢ valos szam. Ekkor az (A™) sorozat is konvergens, és hatarértéke A°.

Bizonyitas:
Azt az esetet targyaljuk, amikor A > 1. A 0 < A <1 eset ugyanugy targyalhato.

Legyen tehat A > 1. Emlékezziink vissza, hogy tetsz6leges w valos szam esetén ekkor A" gy volt
értelmezve, mint az A szam olyan raciondlis kitev6ji hatvanyainak szuprémuma, melyekben a kitevo
W-nél nem nagyobb raciondlis szam.

Legyen s tetszOleges pozitiv egész szam, amelyre teljesiil, hogy % <|c|, valamint s > A.

A racionalis szamokkal valo kozelitésnél 1atottak szerint 1étezik olyan i egész szam, amelyre teljesiil,
hogy < < ¢ <2

N N
Mivel az (n,) racionalis tagu sorozat konvergal a ¢ szamhoz, ezért biztosan 1étezik olyan k
kiiszobindex, hogy a k-nal nagyobb m indexek barmelyikére teljesiil, hogy % <1y, < %

Mivel az egynél nagyobb alapu exponencialis fliiggvények szigorian monoton ndvekvoek, ezért

i-1 i+1

a fenti m indexekre teljesiil, hogy A€ és A™ értéke egyarant A's és A s kozé esik.

i i+1
Ezért A€ és A™m egymastol valo tavolsaga kisebb, mint As és A's egymastol valo tavolsaga, azaz

i+1

i-1
1A — ATa| < ‘AT e

Elég tehat ennek az egyenlétlenségnek a jobb oldalat vizsgalnunk. Hasznalva a racionalis kitevokre
bizonyitott A¥*Y = A*-AY tulajdonséagot, kapjuk, hogy

:|Ai_Tl -(1_,43)

S oA 2|4 - AT A -|1—A§ =Ai_Tl-(A§—1).

-1
:|As

Ismét felhasznalva a szigori monotonitast, illetve az s > A feltételt, kapjuk, hogy

Ai_Tl~(A§ - 1) < A°- (sf - 1).



2 1\ 2
Mivel ss = (SE) sorozat hatarértéke az s szam végtelenbe tartasaval az 1, ezért s ndvekedtével az

|A¢ — A™| tetszOlegesen kicsi lehet, ami bizonyitja a tétel helyességét az A > 1 esetben.

Ha 0 < A <1, akkor sz szerint ugyanigy jarhatunk el, csak szuprémum helyett infimumrol kell
beszélniink, illetve a megfelelé exponencialis fiiggvény ebben az esetben szigoriian monoton
csokkend. l

Az imént belatott tételt hasznalva a hatvanyoknak egy jabb értelmezését nyertiik, amit a hatarérték
fogalmara tdmaszkodva lehet megfogalmazni.

Most mar be tudjuk bizonyitani a hatvanyozas altalanos miiveleti tulajdonsagait. Ezeket egy tételben
szedjiik 0ssze.

Tétel: Ha A és B pozitiv valos szamok, illetve x és y tetszoleges valos szamok, akkor a kévetkezok
teljestilnek:

(i) (AB)* = A*-B*

(i) A4 =1
(iii)) (4%)Y = 4%

(iv) AX+Y = A%.AY

Bizonyitas:
Az allitasok mindegyikét belattuk mar akkor, amikor x és y is racionalis.

Legyenek tehat x és y tetsz6leges valos szamok. Legyen (x;,) egy olyan racionalis tagu sorozat, ami x-
hez tart, illetve (y,,) egy olyan racionalis tag sorozat, ami y-hoz tart.

Az (i) bizonyitasa:

Tudjuk, hogy (AB)*r = A*n-B*n teljestil minden n indexre. Az el6z6 tétel miatt (AB)*n konvergal
(AB)*-hez, A*n konvergal A*-hez, mig B** konvergal B*-hez. A konvergens sorozatok szorzatarol
sz016 tétel miatt az (A*n - B*n) sorozat konvergal A* - B*-hez.

Az (ii) bizonyitasa:

1

A~*n’

Tudjuk, hogy minden n-re A*»-A=*n =1, azaz A*n = Ebbdl kovetkezik, hogy a bal oldalon allo

sorozat hatarértéke ugyanaz, mint a jobb oldalon all6 sorozat hatarértéke. A bal oldali sorozat

hatarértéke A*, a jobb oldalié pedig (hasznalva az el6z6 tételt, illetve a konvergens sorozatok
hanyadosardl sz616 tételt) egyenld %—nel. Innen az allitas adodik.
A~



Az (iii) bizonyitasa:

Elegendd az allitast abban az esetben bizonyitanunk, amikor x €s y is pozitiv. Ha ugyanis
valamelyikiik negativ, akkor attérhetiink pozitiv kitevére a (ii)-ben bizonyitott azonossag segitségével.

Tehat legyen x és y is pozitiv, valamint tegyiik fel, hogy A > 1.
Legyen s pozitiv egész szam, amelynek reciproka kisebb x -nél és y-nal is. A valos szamok racionalis
szdmokkal valo kozelitésénél latottaknak megfelelden 1éteznek olyan i és j pozitiv egész szamok,

j+1

amelyekre teljesiil, hogy é <x< HTl, illetve ﬁ Sy<—

Hasznalva a szigoru monotonitast, megallapithatd, hogy

()

Azt mar tudjuk (hiszen racionalis kitevokre belattuk az allitast), hogy

i
ij i+1 j+1

Tehat osszességében megallapithato, hogy (A*)Y és A*Y értéke is Ass és As s kozé esik.

j+1

0 I~

i+1 i+1 j+1

s iJ
<(A¥)Y < (AT) ,valamint Ass < A < As s .

Jj+1

© I~

i+1 j+1

i, 1\ s
=Ass,|lletve(As) =A4s s

1+ i
Ebbdl kovetkezik, hogy |(A¥)Y — A |<|[As s — Ass

A jobb oldalon all6 mennyiség (felhasznalva azt is, hogy A > 1), ugy alakithat6 at, hogy

1
{j+i+j+1 TN

y
A — A

]

As?

i+1 j+1

i1 iJ
As s —Ass

i+j+1 1 i+j+1 il
A sz — 1| :Asz-(A 2 — 1) = Ass-

erre pedig teljesiil az az egyenlétlenség, hogy

1

1N\
(457) -

1
Ha s tart a végtelenbe, akkor (A2*+2Y)5s hatarértéke 1-gyel egyenld, ebbdl kovetkezéen ebben az

1
iJ 1A

Ass:

< A*Y. < Ax'Y-[(AZ’“ZY)% -1},

1
esetben az A*Y- [(Azx”y )s — 1] a nullahoz tart. Ezek alapjan csak az lehetséges, hogy

|(A¥)Y — A*¥Y| =0, ami ekvivalens azzal, amit bizonyitanunk kellett.

Ha 0 < A <1, akkor a bizonyitas sz6 szerint ugyanigy vihetd végig.

Az (iv) bizonyitasa:

Tudjuk, hogy minden n-re A*n*Yn = A¥n - A¥n_ A bal oldalon 4ll6 sorozat hatarértéke (az el6zd tételt
hasznalva) A**Y, a jobb oldali szorzatban szereploké pedig A%, illetve AY. Innen az allitas adodik. .



Rendorelv

Egyszertl, de gyakran jol hasznalhat6 kritériumot ad meg az un. rendérelv bizonyos sorozatok
konvergencigjara nézve. A kapcsolodo tétel gyakorlatilag azt mondja ki, hogy ha két sorozat
ugyanoda tart, és ezek kozrefognak egy harmadik sorozatot (mint két renddr a gyanusitottat),
akkor a kozrefogott sorozatnak is ugyanoda kell konvergalnia. Természetesen ugyanez
fiiggvényekre is igaz lesz.

Tétel (rendirelv)

(i) Ha (an) és (cn) konvergens sorozatok hatarértéke ugyanaz a h valos szam, illetve ha (bn) olyan
sorozat, hogy an < bn < cn minden n-re, akkor a (by) sorozat szintén konvergens, és hatdrértéke
h.

(if) Ha f(x), g(x) és h(x) ugyanott értelmezett valos fiiggvények,
melyekre fenndll hogy lim f(x) = lim h(x) = A,
X—Uu X—Uu

valamint tudjuk, hogy f(x) < g(x) < h(x) teljesiil minden megfeleld x-re, akkor lim g(x) = A.
X—U

Bizonyitas: Elég az (i)-t bizonyitani, ugyanis az (ii) automatikusan kovetkezik beldle a
fiiggvényhatarérték sorozatokkal megfogalmazott definicidja miatt. Legyen d > 0. Mivel (an) és (cn)
sorozat is tart a h szamhoz, ezért az (an) és a (cn) sorozatnak egyarant csak véges sok eleme esik a h
szam d sugaru kornyezetén kiviilre. Ez azt jelenti, hogy 1étezik olyan k kiiszobindex, hogy minden m >
k esetén az a,, és c,, elem is a h szamnak a d sugart kérnyezetébe esik. igy az ilyen m indexekre
teljesiil, hogy b,, szintén a h-nak a d sugari kdrnyezetébe esik, hiszen a feltételek szerint an< bn<cy
teljesiil minden n indexre. Ezzel belattuk, hogy a (bn) sorozat konvergens, és hatarértéke h. l

A renddrelv egy alkalmazasa

Sziikségiink lesz a késébbiekben az alabbi alapveto tételre, ami l1ényegében arrdl szol, hogy
amennyiben egy hatvanyalap egy pozitiv szamhoz, mig a kitevo valamilyen valds szamhoz tart, akkor
az egész hatvany ahhoz a szamhoz tart, amit az el6z6ek értelemszerii behelyettesitésével kapunk.

Tétel: Legyen (ay,,) olyan pozitiv tagu, valés szamsorozat, melynek hatdrértéke az A szam. Legyen
tovabbad (by,) olyan valos szamsorozat, melynek hatarértéke a B szam. Ekkor az (anbn) sorozat

konvergens, és hatarértéke AB.



Bizonyitas:

Az A szam biztosan nem negativ, hiszen egy pozitiv elemekbdl all6 sorozatnak a hatarértéke.
Vizsgaljuk eldszor azt az esetet, amikor A pozitiv.

Alakitsuk at a, P -et az alabbi modon:

" = [A + (a, — A)]PHOnD

Ezt elosztva a konstans AZ-nel, majd alkalmazva a hatvinyozasnak mar bizonyitott miiveleti
tulajdonsagait, kapjuk, hogy

an®n _ [A+(an—A)FYEnB) _ [4+(ay-A)]5

4B AB AB [A+ (a, — A)]Pn=B) =

—A)1B8 _ 1B
- [W} [A+ (a, — A)]®n=B) = [1 + (anAfA)]  [a,]®n=B)

A most kapott értéket szeretnénk valahogy kozrefogni, hogy alkalmazhassuk a renddrelvet.

Az biztos, hogy -|a,, — Al < a, — A <|a, — 4|, igy (figyelembe véve a hatvanyok rendezésérol
tanultakat is) kapjuk, hogy

o et g o < 1422 g o

< [1 + %%“”]B.[an](bn—li)

Legyen m az az egész szam, amelyre teljesiil, hogy m <B <m+1.

|an_A|]m+1
A

_inB _anm
Vegyiik észre, hogy minden n indexre teljesiil, hogy [1 < [1 - @] < [1 - %] .

_aymH1
A bal szélen allo ([1 — IanA Al] ) sorozat konvergens, és hatarértéke 1, hiszen ez |m + 1| darab 1-

hez konvergalo sorozatnak a szorzata.

an—-AlT™

+1
Ugyanigy lathato, hogy az ([1 | " ] ) sorozat konvergens, és hatarértéke 1.

. . e -anB AL
A renddrelv miatt tehat a kozépen allo ([1 — IanAfl] ) sorozat hatarértéke is 1.

_inB
Ugyanigy belathatd, hogy az ([1 + %] ) sorozat szintén 1-hez tart.



Menjiink most tovabb, és vizsgaljuk az ([a,,]®»~B)) sorozatot. Itt az alap A-hoz, a kitevé nullahoz

1

e . . . INN 4 s Lsg .
tart. Legyen N pozitiv egész. Elég nagy n indexekre ez a hatvany (N)N és NN kozé esik. Mivel az N
1
o . . 1\N - L. , p .
pozitiv egész novekedtével az (N)N, illetve az NV is 1-hez tart, ezért a rendérelv miatt az

([a,]®n=)) sorozat is 1-hez tart.

Az el6z6ekbdl a rendorelv segitségével kovetkezik, hogy az

B b
—A n ., . , ,
([1 + %] . [an](b"_B)) = (aZB ) sorozat szintén 1-hez tart, hiszen ezt két 1-hez tartd
sorozat kozé sikeriilt beszoritanunk.

Ezért az (anbn) sorozat hatarértéke valoban AB-nel egyenld, amennyiben az A pozitiv.

Ha A = 0, akkor szintén alkalmazhatjuk a renddrelvet. Legyen N valamilyen pozitiv egész szam,
illetve legyen m az az egész szam, amelyre teljesiil, hogy m <B <m+1.

m
Ekkor elég nagy n indexekre teljesiil, hogy 0 < a,Pn < (%) . Innen a rendérelv miatt az (anbn)

sorozat hatarértéke nulla (ami az A=0 esetben persze éppen AB). l
Nevezetes hatarértékek

Az eddigieket falhasznalva mar nagyon sokféle tipust hatarértéket meg tudunk hatarozni. A
nevezetesebbeket egy tételben gyiijtjiik 6ssze.

Tetel:

(i) lim&X=1

x-0 X
(i) tim (x¥) =1

1
@ii)lim(1+x)x=e
x—0

X
(iv) liT (1 + 2) = e‘, ahol c valamilyen valds konstanst jeldl
X—+00

Bizonyitas:

Az (i) bizonyitasa:



T

Legyen |x| < g Mar korabban belattuk, hogy ha |x| < > akkor |sinx| < |x]|.
Ha osztunk |sinx|-szel, akkor nyerjiik azt az egyenl6tlenséget, hogy

1<
— Isinx

=
Szintén a |sinx| < |x| egyenl6tlenségbdl kiindulva, négyzetre emeléssel adodik, hogy a megfeleld x-
ekre sin?x < x? teljesiil, amibdl kapjuk, hogy

1-x2<1-sin®x = cos?x.

1
<
cos?x — 1—x2'

Ez utdbbi egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy Innen gyokvonassal adédik, hogy

1 < 1

|cosx| — V1 —x2

Korabban mar azt is belattuk, hogy amennyiben |x| < g, akkor |x| < |tgx|. Ebbol |sinx|-szel torténd

x
<
sinx| — |cosx|

osztassal kapjuk, hogy

Az eddigieket 6sszevetve az alabbi egyenl6tlenség-lanc irhat6 fel, amennyiben |x| < g:

x 1 1
1< —| < < ]
— Isinx| — |cosx| T V1 —x2
Nyilvanvaloan lim 1 = 1, illetve lim —= = 1, ezért a rendérelv miatt lim |— =1,
x—0 x->0V1l—x2 x—0 Isinx

X

. T , , o e , . X
Mivel |x]| < 7 esetén az x-nek és a sinx-nek ugyanaz az el6jele, ezért ilyenkor |@| =

Azaz azt is belattuk, hogy lin?) ﬁ =1, ezért ha vessziik az adott fliggvény reciprokat, a hatarérték
xX—

szintén 1 lesz, és nekiink ezt kellett bizonyitanunk.

Az (ii) bizonyitasa:

Ebben az esetben az x valtozo a plusz végtelenbe tart. E16szor tegyiik fel, hogy valamilyen n pozitiv
egészre teljesiil, hogy n <x <n+1.
Ebben az esetben az alabbi egyenlétlenség-lanc lesz érvényben:

1 1 1
nn+1 <xx < (n+ 1)n.

n

N ENerey o o N
nn+1 = (nn)n , ahol az alap 1-hez, és a kitevo is 1-hez tart, ezért lll’_ll_’l (nn+1) =1.
n-+o

1
Hasonloan lathato be, hogy lirP ((n + 1)5) =1
n-+o

A renddrelv alkalmazasaval ebbdl éppen a (ii)-beli allitast nyerjiik.



Az (iii) bizonyitasa:

Itt az x valtozo a nulldhoz tart. Tegyiik fel el6szor, hogy x értéke pozitiv, és kisebb 1-nél. Legyen n az
. . . 1 1 . 1 .
a természetes szam, amelyre fennall, hogy g SX<-. Ekkor természetesen n < Z< n+1, ezért az

alabbi egyenlétlenség-lanc lesz érvényben:
1\ 1 1\nt+1
(1+=) <@+xr<(1+3)

. 1\ _ 1\ : .
Felhasznalva, hogy 11111 (1 + Z) = 11111 (1 + m) = e, a rend6relv alapjan kapjuk,
n—+oo n—->+oo

1
hogy ha a pozitiv x valtozé nullahoz tart, akkor (1 + x)x tart az e-hez.
Ez a tulajdonsag hasonléan bizonyithatd, amennyiben x negativ, és ugy tart nullahoz.

Mivel negativ és pozitiv x-ekre is teljesiil a kivant tulajdonsag, ezért a (iii)-at is belattuk.

Az (iv) bizonyitasa:

Ezt visszavezetjiik a (iii)-ra. Ha x tart a plusz végtelenbe, akkor % tart a nullahoz. A (iii)-beli
tulajdonsag miatt innen adédik, hogy

X

lim (1+ E)_ =

X—>+ 00

Ebbdl c-edik hatvanyra emeléssel nyerheto a (iv)-es allitas. l
Fiiggvények folytonossaga

A fiiggvényhatarérték segitségével konnyedén megfogalmazhatjuk a pontbeli folytonossag
értelmezését.

Definicio (Fiiggvény pontbeli folytonossaga): Legyen u az f(x) valos fiiggveny értelmezési
tartomanydnak egy olyan pontja, ami egyben torloddsi pontja is a fiiggvény értelmezési
tartomanydnak. Amennyiben minden olyan u-hoz tarté (x,,) sorozatra, melynek elemei szintén az f{x)
fliggveny értelmezési tartomanydabol valok, az is teljesiil, hogy az ( f (xn)) sorozat konvergens, és

hatarértéke az f(u) szam, akkor az f(x) fiiggvényt az u pontban folytonosnak nevezziik.

Tekintsiink elszor egy konkrét példat, mondjuk a koszinuszfiiggvényt az u=0 pontban. Ha a
koszinuszfiiggvényrol szeretnénk ellendrizni, hogy folytonos-e az u=0 pontban, akkor le kell
ellendrizniink, hogy tetszbleges, nullahoz tartd (x,,) sorozat esetén igaz-e, hogy a (cos(xn)) sorozat
tart cos0-hoz, vagyis 1-hez. Burkoltan ezt a tulajdonsagot mar ellendriztiik, amikor vizsgaltuk azt,



;s sinx . , 1 1
- sinx_ _ < <
hogy van-e hatarértéke a p nek a 0-ban. Az ott bizonyitott 1 < o] S TT?

leolvashatd, hogy a koszinuszfliggvény folytonos az u=0 helyen.

egyenlOtlenség-lancbol

Most bevezetjiik altalanosan a folytonossag fogalmat fliggvényekre nézve.

Definicio (folytonossdag): Egy valos fiiggvenyt folytonosnak neveziink, ha értelmezési tartomanyanak
barmely pontjaban folytonos.

A pontbeli folytonossagot a fiiggvényhatarérték segitségével vezettiik be. Emiatt (felhasznalva a
fliggvényhatarértéknek a miiveletekre vonatkozo tulajdonsagait) érvényes az alabbi tétel:

Tétel (folytonos fiiggvények és a miiveletek): Ugyanott értelmezett folytonos fiiggvények osszege,
szorzata, kiilonbsége, illetve hanyadosa is folytonos (értelemszeriien a hanyadost csak azon pontokban
ertelmezziik, ahol a nevezébeli behelyettesitett érték nem nulla).

Hangsulyozzuk, hogy ezt a tételt mar nem kell kiilon bizonyitanunk, hiszen kovetkezik a
fiiggvényhatarértékekrol korabban belatott tulajdonsagokbol.

Ugyanigy a hatvanyozas kapcsan belatott, hatarértékekre vonatkoz6 eredményeinkbdl adddik az alabbi
tétel:

Tétel: Ha az f(x) pozitiv értékii valos fiiggvény, illetve a g(x) valos fiiggvény mindketten folytonosak,
akkor az (f (x))g(x) fiiggvény is folytonos.

Immar készen allunk arra, hogy fliggvényeknek egy nagy csoportjarol belassuk, hogy ezek
folytonosak.

Tétel: A polinomok, a hatvanyfiiggvények, az exponencialis fiiggvények, valamint a trigonometrikus
fiiggvenyek mind folytonosak.

Bizonyitas:

Vilagos, hogy a hatvanyfliggvények és az exponencialis fliggvények folytonosak, hiszen ezek olyan
hatvanyként irhatok fel, melyeknek alapja és kitevdje is egy-egy folytonos fiiggvény.

Az egyvaltozos polinomok altalaban gy irhatok fel, hogy p(X) = ¢ 'x™ + ¢ x™ 1 + ... ¢y X + ¢, It
a folytonos fiiggvények szorzatara vonatkozo tétel miatt mindegyik cj-x* alaku dsszeadandé tag
folytonos, ezért (felhasznalva a folytonos fiiggvények 0sszegérdl szolo eredményt) maga a polinom is
biztosan folytonos.

Hatravan még annak igazolasa, hogy a trigonometrikus fiiggvények is mind folytonosak.



El6szor a szinuszfiiggvény folytonossagat bizonyitjuk. Legyen u tetsz6leges valos szam, és (x,,) egy
olyan val6s szamsorozat, ami u-hoz tart. Azt kellene belatnunk, hogy a (sin x) sorozat tart a (sin u)-
hoz. Tekintsiik (sin xn)-nek a (sin u)-tol vett tavolsagat, majd az addicios tételek alapjan végezziik el
az alabbi atalakitasokat:

. . . (Xpt+tu X, —u . (Xptu X,—u
|sin x,, = sin u| = |sin + — sin —

2 2 2 2

= |sin (an-i- u) * COS (an_ u) + cos (Xn; u) - sin (an_ u)

- [sin (Xn; u) cos (an_ u) — COoS (Xn; u) - sin (an_ u)]

= ZCOS(Xn;u>-sin(Xn2_u)

Trivialisan teljesiil minden n indexre, hogy |2 cos (X“+u)| <2, tovabba elég nagy n indexekre fennall,

xn—u|

hogy |X—| < -, ezért az ismert szinuszos egyenlétlenségneknek megfeleléen |51n( “2 u)| <

e . , . , Xptu . Xp—u Xp—u ”
Az elézéek miatt elég nagy n indexek esetén |2 cos ( “2 ) - sin ( “2 )| <2 |“T| Innen a rendérelv

alapjan kovetkezik, hogy a (sin xn) sorozat tart a (sin u)-hoz.
A koszinuszfliggvény folytonossaga ugyanigy lathato be.

A tangens- és kotangensfiiggvény folytonossaga kovetkezik abbol, hogy ezek felirhatok két folytonos

fuggVen}’ hanyadosakent (tgx ==—— ctg COSX) .

sinx

Miel6tt tovabbmennénk a folytonos fliggvények vizsgalataval, sziikségiink lesz az §sszetett fliggvény,
illetve az inverzfliggvény fogalmara.

Osszetett fiiggvények, fiiggvények inverze

Ha egy fliggvénybe behelyettesitiink egy masikat, akkor in. osszetett fiiggvényt kapunk. llyenkor
szamit a sorrend, azaz altalaban nem mindegy, hogy melyik a kiilsé, és melyik a belsé fliggvény.
Természetesen az f(x) kiilso, illetve a g(x) bels6 fliggvényekbdl 1étrehozott f(g(x)) Osszetett fiiggvény
akkor lesz értelmezhetd, ha g(x) értékkészlete részhalmaza az f(x) fliggvény értelmezési
tartoményénak Ha az f(g(x)) fﬁggvény 1étezik , akkor ezt az f(x) és g(x) fliggvények

ercs

Nézziink egy példat. Legyen f(x) = x2 + X, g(x) = x3. Ekkor f(g(x)) = (x3)? + x3, ugyanakkor



g(f(x)) = (x2 + x)3. Mar ebbdl a példabol is vilagos, hogy az dsszetett fiiggvények képzése soran a
sorrend szamit.

crer

szoktuk jelolni, hogy f o g. Tehat ezen jeldléssel (f o g)(X)= f(g(x)) minden megfelel6 x-re.

A fiiggvénykompozicio képzését egyfajta miiveletnek is tekinthetjiik, amit fliggvények kozott tudunk
elvégezni. Fontos kiemelniink, hogy ez egy asszociativ miivelet, amit a kovetkezd segédtételben
bizonyitunk be:

Allitds: A fiiggvénykompozicié képzése mint miivelet asszociativ.
Bizonyitas:

Legyenek f, g és h olyan fiiggvények, melyekre értelmezve vannak az (f o g) és (g o h)
fiiggvénykompoziciok. Azt kell belatnunk, hogy az ((f o g) o h), illetve az (f o (g o h)) fiiggvények
egybeesnek.Legyenek x4, X5, X3, X, Olyan elemek, hogy f(x3)= X4, g(x2)= x5, valamint h(x;)=x,
teljesiiljon.

Ekkor g(h(x1))= 9(x2)=x3, ezért (fo (g o h)) (xq) = f(x3)= x4.
Hasonloan f(g(x2))= f(x3)= x4, ezért ((fe g) o h) (x1) = f(9(x2))= f(x3)= x4.

Tehat az ((f o g) o h), illetve az (f o (g o h)) fliggvények egybeesnek, és ezt kellett belatnunk. l

Specidlis szerepe van az identitasfliggvénynek, ha sszetett fiiggvényekrol van sz6. Ugyanis ilyenkor
az identitasfiiggvény teljesen ugy viselkedik, mint a valos szamok szorzasakor az 1 (akar kiilsd, akar
belso fliggvénynek valasztjuk az identitasfiiggvényt, az a masik fliggvényt nem fogja ,,eltorzitani).

Ez alapjan természetesen meriil fel a kérdés, hogy adott fliggvényhez mint belsé figgvényhez mikor
talalhatunk olyan masik (kiilsé) fiiggvényt, hogy ezek kompozicidja az identitasfiiggvény legyen. igy
jutunk el az inverzfiiggvény fogalmahoz.

Definicio (inverzfiiggvény): A valos Q(x) fiiggvény inverzfiiggvénye az az f(x) valos fiiggvény, aminek
értelmezési tartomdanya megegyezik g(x) értékkészletével, tovabba teljesiil ra, hogy f(g(x))=x minden
olyan x-re, ahol g értelmezett.

Az invertalhaté g(x) fliggvény inverzét altalaban g~1(x)-szel jeldljiik (itt nem hatvanyozasrél van
tehat szo!).

Tegyitink itt néhany fontos észrevételt. Azt allitjuk, hogy csak olyan fiiggvényeknek létezik inverze,
amik minden felvett értékiiket csak egyetlenegyszer veszik fel (ezek az un. injektiv fliggvények).

S6t ennél sokkal tobbet is bizonyitunk az alabbi tételben:

Tétel: Egy invertalhato g(x) fiiggvényre az alabbiak teljesiilnek:

(i) a g(x) fiiggvény injektiv
(ii) a g~ (x) fiiggvény injektiv



(iii)a g~1(x) fiiggvény invertalhatd, és inverze az eredeti g(x) fiiggvény
(iv) ha g(x) szigorvian monoton, akkor g~ (x) fiiggvény is az.

Bizonyitas:

Az (i) bizonyitasa:

Tegylik fel indirekt, hogy valamely g fliggvény invertalhato, viszont nem injektiv, azaz valamilyen
A#B szamokra g(A)=g(B) teljesiil. Ekkor az inverz definicioja miatt

g H(g(A)) = A, g 1(g(B)) = B, viszont g(A)=g(B) miatt g~1(g(A)) =g~1(g(B)). Ez ellentmond annak,
hogy A#B.

Az (ii) bizonyitasa:

Tegyiik fel indirekt, hogy valamilyen g(x) fiiggvényre és valamilyen C#D szdmokra g=1 (C)=g~1 (D)
teljesiil. Ekkor biztosan vannak olyan c és d szamok, melyekre g(c)=C, illetve g(d)=D teljesiil, hiszen

crer

az eredeti fliggvény értékkészletével.

Ekkor tehat g=t (C)=g™? (g(c)) =c, valamint g~ (D)=g~ ! (g(d)) =d. Innena g~ (C)=g~* (D)
feltétel miatt kapjuk, hogy c=d, ezért C=g(c)= g(d)=D, ami ellentmond annak, hogy C#D.

Az (iii) bizonyitasa:
Legyen u egy eleme a g(x) fliggvény értelmezési tartomanyanak. Ekkor definicid szerint
g™t (g(u) =u.

Azt kellene megvizsgalnunk, hogy mivel egyenlé g(g~! (u)) értéke. El6szor is lassuk be, hogy ez
mindig értelmezett. A g~1 (x) fliggvény értékkészlete csakis olyan szamokbol 4ll, amik benne vannak
g(x) értelmezési tartomanyéban (hiszen ezen x-ek esetén lesz igaz, hogy g1 (g(x)) = x), igy

9(g™? (u)) mindig értelmezett.

Most megnézziik, hogy mi lehet g(g ™! (u)) értéke. Ehhez helyettesitsiik be ezt az értéket a g~1(x)
fiiggvénybe. Ekkor tehat megkapjuk a (g7 o (go g™1)) (u) értéket, ami az asszociativitds miatt
egyenld (g1 o g) o g71) (u)-val. Az inverzfiiggvény definici6ja alapjan

(1o g)og™) (u) =g (u). Az egyenl8ség tranzitivitisa miatt g=1 (U)= (g7 o (go g™ 1)) (u).

A (ii)-ben belattuk, hogy g~1(x) fiiggvény injektiv, ezért biztosan g(g~* (u)) = u. Mivel ez minden u-
ra igaz, ami a g(x) fliggvény értelmezési tartomanyabl vald, ezért ezzel a (iii)-ast is belattuk.

A (iv) bizonyitasa:

Azt bizonyitjuk, hogy a g~1(x) fiiggvény is szigorian monoton, riadasul monotonitisa azonos g(x)-
ével. Legyenek ugyanis u < v olyan helyek, ahol g értelmezve van. Az egyszertiség kedvéért tegyiik



fel, hogy g szigoruan monoton névekvo (a csokkend eset ugyanigy lenne vizsgalhato). Mivel u <v,
ezért g(u) < g(v). Azt allitjuk, hogy ekkor sziikségképpen g~ (u) < g~1(v). Tegyiik fel indirekt, hogy
g 1(u) > g~1(v). Ekkor g szigori monoton ndvekedése folytéan

g(g7*(w) > g(g™*(v)) lenne, ami azt jelentené, hogy u > v, és ez nyilvanvaloan ellentmondas. J|j

Az imént bizonyitott tételben figyelemremélto tulajdonsagot kaptunk a (iii)-ban. Ez szavakkal
elmondva Iényegében ugyanis azt jelenti, hogy fiiggvény inverzének inverze mindig az eredeti
fiiggvény. Ugyancsak a (iii)-as pontbol kristalytisztan latszik, hogy amennyiben egy g(x) fiiggvény
injektiv, akkor biztosan létezik inverze. Ugyanis tetszdleges értelmezési tartomanybeli U esetén a
g~ (u)-nak meg kell egyeznie azzal az értékkel, amelyet a g fiiggvénybe helyettesitve u-t kapunk.

Nézziink most néhany példat. Ha ¢ valds szam, akkor a pozitiv szamok halmazan értelmezett g(x) = x°
hatvanyfiiggvény szigorian monoton, tehat van inverze. A keresett g~1(x) inverzfiiggvényre tehat

1
teljesiil, hogy minden pozitiv x esetén g(g~1(x)) = X, azaz (g‘l(x))C =X. Innen g71(x) = xc.

Tudjuk, hogy A > 0, A#1 konstans esetén a g(x) = A* fliggvény szigortian monoton. Ennek a
fliggvénynek definicio alapjan az inverze az A alapu logaritmusfiiggvény, melynek miveleti
tulajdonsagai egyenesen kdvetkeznek a hatvanyozas azonossagaibol.

Tétel: Legyen A pozitiv, 1-t6l kiilonbozé valos szam. Ekkor barmely x és y pozitiv valos, valamint t
valos szamokra fennallnak az alabbi azonossagok:

(i) loga(xy) =loga(x) + loga(y)

(ii) loga () = -loga(x)

(iii)log,(x%) = tlog 4 (x)

Bizonyitas:

Az (i) bizonyitasa:

loga (xy) gy értelmezhetd, mint az a hatvanykitevé, amelyre A'°8a%Y) = xy teljesiil.

Ugyanigy Alo8a) =y gloga(y) =y

Tehat xy felirhaté egyrészt ugy, hogy A°8aGY) = xy masrészt Ggy is, hogy A1°8a%X).4108a() = xy.
A masodik feliras a hatvanyazonossagok miatt A108a()+108a() = xy,

A szigori monotonitas miatt ebbdl kapjuk, hogy loga (xy) = loga (x) + loga (¥).

Az (ii) bizonyitasa:



1
Tudjuk, hogy avoea(s) = i

1
Ha megcseréljiik a kitevo eldjeltét, akkor kapjuk, hogy A_logA(i) =X.

Ugyanakkor tudjuk, hogy A'°8a®) = x_Ismét a szigord monotonitas miatt adodik, hogy

—loga (i) =loga(%).

Az (iii) bizonyitasa:
Tudjuk, hogy A'08a(x") = xt  illetve Al08a® = x,
A hatvanyazonossagokat hasznalva x* = (AlogA(X))t = Atloga®)

A szigor monotonitas miatt t - log, (x) = log, (xb). l

A szdgfliggvények nem szigorian monoton fiiggvények, viszont ha az értelmezési tartomanyukat

lesziikitjiikk mondjuk a (O, g) intervallumra, akkor ott mar azok lesznek, és ezért ott invertalhatok.

igy nyerjiik az arkusz szinuszt, az arkusz koszinuszt, az arkusz tangenst és az arkusz kotangenst mint
fliggvényeket.

A fiiggvény és inverzének geometriai kapcsolata

Erdekes dolgot fedezhetiink fel, ha dbrazolunk egy injektiv fiiggvényt az inverzével egyiitt a
koordinatarendszerben. Ezt az alabbi allitasban targyaljuk részletesen.

Allitds: Eqy injektiv fiiggvénynek és az inverzének grafikonja egybevigé gorbék, méghozzd egymds
tiikorképei az x=y egyenletii egyenesre nézve (ez az az egyenes, ami felezi az elsé és a harmadik
siknegyedbeli derékszoget).

Bizonyitas:

Legyen az invertalhat6 fiiggvényiink g(x), valamint jelolje a bizonyitas soran tetszéleges T pontnak az
x=y egyenesre vonatkozo6 tiikorképét T .

El6szor is azt fogjuk belatni, hogy az alabbi két allitas ekvivalens egymassal:
(i) P rajta van g grafikonjan

(i) P’ rajta van g~ 1 grafikonjan



El6szor is lassuk be, hogy az (i)-esbdl kdvetkezik a (ii)-es.

Legyen a kiindul6 invertalhato fiiggvényiink g(x), aminek grafikonjan rajta van a P pont, aminek
koordinatai (u, g(u)). Ennek a pontnak az x=y egyenesre vett P’ tiikdrképének koordinatai (g(u), u),
ez pedig biztosan rajta van g inverzének grafikonjan, hiszen g=* (g(u)) = u.

Most lassuk be azt, hogy a (ii)-esbdl kovetkezik az (i)-es. Hasznaljuk most fel, hogy inverzfiiggvény
inverze az eredeti fliggvény. Ugyanazzal a gondolatmenettel, amit az el6bb alkalmaztunk, kapjuk,
hogy ha P’ rajta van g~ grafikonjéan, akkor (P’)’ rajta van g grafikonjan. Viszont a tengelyes tiikrozés
tulajdonsagai miatt (P*)’=P, és ezzel készen is vagyunk.

Belattuk tehat, hogy (i) és (ii) ekvivalensek. Mivel tetszdleges P pontra (P’)’=P, ezért a két allitas
egyenértékiisége pontosan azt jelenti, hogy a két grafikon egymasboél az x=y egyenesre vonatkozo
tengelyes tiikrozéssel nyerhetd. l

Kevésbé formalisan megfogalmazva a fenti bizonyitasban az tortént, hogy a sikbeli pontokat parokba
rendeztiik. Minden pontnak az a pont a parja, ami az 6 x=y egyenesre vonatkozé tiikorképe. Ezzel
valdban egyértelmiien parokat hoztunk Iétre (az x=y egyenes pontjai 6nmagukkal alkotnak part). Ezek
utan azt lattuk be, hogy egy paros egyik tagja akkor és csak akkor van rajta g grafikonjan, ha a paros
masik tagja rajta van g~ grafikonjan. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a két grafikon egymasbdl az
x=y egyenesre vonatkozo tengelyes tiikr6zéssel nyerhetd.

Az osszetett fiiggvények és a folytonossag

El6szor is belatjuk, hogy a folytonos fiiggvényekbdl képezett dsszetett fiiggvények mind folytonosak.

Tétel: Ha f és g valos folytonos fiiggvényeknek létezik f(g(x)) kompozicioja, akkor f(g(x)) is folytonos.
Bizonyitas:

Legyen u valos szam, és (x,,) olyan sorozat, ami u-hoz tart, és aminek elemei benne vannak g
értelmezési tartomanyaban. Ekkor a g folytonossaga miatt a (g(x,,)) sorozat tart g(u)-hoz, az f
folytonossaga miatt pedig az (f(g(x,,))) sorozat tart f(g(u))-hoz . l

Most azt fogjuk bebizonyitani, hogy invertalhato folytonos fiiggvényeknek az inverze is folytonos.

Tétel: Szigoruan monoton, folytonos fiiggvény inverze szinten folytonos.
Bizonyitas:

Legyen u az f(x) szigorian monoton, folytonos fliggvény értelmezési tartomanyanak egy pontja, ami
egyben torlodasi pont is. Tekintsiink egy u-hoz konvergald (y,,) sorozatot, aminek elemei benne
vannak f 1 értelmezési tartoméanyaban. Azt kellene belatnunk, hogy f ! (y,) sorozat konvergens, és



hatarértéke 1 (u). Azt tudjuk, hogy az f (f ! (yn)) sorozat hatarértéke f (f ! (u))-val egyenld.

Hasznaljuk fel, hogy f fiiggvény szigorian monoton, feltehetd példaul, hogy szigorian monoton
novekvo.

Ez alapjan belatjuk, hogy f *(y,) tart f *(u)-hoz. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan (y,) sorozat,
ami u-hoz tart, de f “(y,) nem tart f “}(u)-hoz. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan o > 0, hogy végtelen
sok n indexre |f 1(yy,) - f 1(u)| > a. Tehat végtelen sok n-re teljesiil, hogy

o = (71 (yn)) < f(f71(u) — o) < f(f~(u)) = u, vagy végtelen sok n-re teljesiil, hogy

yo = f(7 () 2 FEH () + @) > F(E~H () = u.
Ekkor f(f~*(y,) ) sorozat nem tarthat f(f~*(u) )-hoz , ami ellentmondas. [|j

Az imént bizonyitott tétel kovetkezménye, hogy a logaritmusfiiggvények folytonosak.

Ennek tudatdban konnyedén igazolhatunk egy logaritmusokra vonatkozé nevezetes hatarértéket.

1
Induljunk ki abbol a mar bizonyitott ténybdl, hogy ling(l +x)x =e.
X—

1
A logaritmusfiiggvény folytonossdga miatt lir% log.(1 + x)x = logee = 1, ami masképp irva
X—

.1 1+
lim loge(1+%) _ 1.
x-0 X

Az Euler-szam alapu logaritmust In-nel jel6lve ez éppen azt jelenti, hogy

lim 20 = g,
x>0 X

Szamtani és mértani kozépsorozatok, néhany nevezetes hatarérték

Tudva, hogy a logaritmusfiiggvény folytonos, egyszeriien targyalhatd bizonyos szamsorozatok
konvergenciaja. El6szor bevezetiink két elnevezést.

Az (x,,) szamsorozat szamtani kozépsorozata az

Xt Xyt et X
Sp = ——————"sorozat.

Ha az (x,,) szamsorozat elemei nemnegativ valds szamok, akkor formalisan ugyanilyen elven tudjuk
értelmezni a mértani kozépsorozatat, ami a

n = \/X1X5 ...+ Xy SOrozat.



Ezekkel kapcsolatban belatjuk az alabbi tételt:
Tétel:

a, Ha (x;,) konvergens szamsorozat, aminek hatdrértéke A, akkor szamtani kbzépsorozatinak
hatarértéke is A.

b, Ha a pozitiv tagii (y,) sorozatnak a hatarértéke h, akkor mértani kézépsorozatanak hatarértéke

is h.

Bizonyitas:

a, Legyen € > 0 tetsz6leges. A hatarérték definicidja miatt ehhez az € szdmhoz létezik olyan k
kiiszobindex, hogy minden k-nal nagyobb n index esetén A- € < x,, < A + € teljesiil. Ekkor
minden ilyen n indexre

X1+ X3 + ... + X +(n—k)'(A-E) < X1+ X5 + .+ Xp <
n n

+ Xg + o xp+(—k)-(A+E
< Xatxz x: (n—k)( )’azaz

X1+ X5 + o+ X + (n—-k)-(4-€) < X1+ X3 + ..+ xp <

n n n

X1+ X5 + o+ X + (n—k)-(A+€)
n n '

<

Ha n tart végtelenbe, akkor az egyenlétlenséglanc bal oldala (A — €)-hoz, a jobb oldala pedig
(A + €) -hoz konvergal. Mivel €-t tetsz6legesen kicsi pozitiv szimnak valaszthatjuk, ezért innen
kovetkezik, hogy az

_ Xyt X+ .t Xy

Sn sorozat konvergens, és hatarértéke A.

Megjegyzendd, hogy gondolatmenetiink akkor is érvényes, ha A = +oo vagy—oo.

b, A tételnek ezt az allitasat egyszeriien visszavezethetjiik az a, pontra. Tekintsiik az

X, = In y, sorozatot. Az (x,) sorozat szamtani kdzépsorozata

I
Sn=%—ln(,/y1y2 - yn).



Felhasznalva a logaritmusfiiggvény folytonossagat, és az a, pontban bizonyitottakat, azt kapjuk,

hogy pozitiv h esetén a In ("1 [V1Y2 * et yn) sorozat konvergens és hatarértéke In h, mig h=0
esetén ez a sorozat (—o0)-be tart (h nem lehet negativ, hiszen mindegyik y szam nemnegativ).

Szintén a logaritmusfiiggvény folytonossadga miatt ez azt jelenti, hogy (y,,) sorozat mértani
kozépsorozatinak hatarértéke h. [Jj

Alkalmazasok: az el6z0 tétel lehetdséget nyujt arra, hogy néhany nevezetes hatarértéket
kényelmesen meghatarozzunk.

(i) Az y, = n sorozatra alkalmazva a tételt, kapjuk, hogy V/n! sorozat a (+o0)-be tart.

n
(if) Alkalmazzuk a tételt az e,, = (1+ ) sorozatra.

Ennek a mértani kdzépsorozata

n 1\1 1\2 N\ _nfl 3\2 me\0

e () ("= O O - (5

Vegyiik észre, hogy a szorzasnal , keresztbe” tudunk egyszertisiteni, hiszen a szamlaloban k*~1,
mig a nevezdben k* alaki szorzétényezdk szerepelnek.

Az egyszeriisitések utan kapjuk, hogy

& @ () = e

A bizonyitott tétel szerint ez a sorozat e-hez tart.

Néhany alapvet6 tétel folytonos fiiggvényekkel kapcsolatban

Kimondunk és bizonyitunk két olyan tételt folytonos fiiggvényekkel kapcsolatban, melyeket a
késébbiekben tobbszor is felhasznalunk majd.

Weierstrass-tétel: Ha f egy [a,b] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, akkor az f
fiiggvénynek az adott intervallumon van maximuma és minimuma is.

Bizonyitas:
Csak a maximumra vonatkozo allitast bizonyitjuk, mivel a minimumra vonatkozo6 ugyanugy megy.

Legyen S az f fiiggvény értékkészletének szuprémuma az [a,b] zart intervallumon. Azt kellene belatni,
hogy S is benne van a fliggvény értékkészletében.

Ha a fliggvény nem venné fel az S-et, akkor a szuprémum definicidja miatt 1étezne olyan (x,) sorozat,
melynek elemei az [a,b]-bdl valok, és az (f(x,)) sorozat konvergal S-hez. Az (x,) korlatos sorozatra
alkalmazhat6 a Bolzano-Weierstrass-tétel, ami szerint az (xn) sorozatnak létezik torlddasi pontja,
legyen ez a z pont. Vizsgaljuk a fiiggvény értékét a z helyen.



Mivel a z torlédasi pontja az (x,) sorozatnak, ezért van olyan n; <n, <ns; < ..... indexekbdl allo
sorozat, amelyre fennall, hogy az x;, , X, X, --..- sorozat konvergal z-hez.

Ekkor persze az is teljesiil, hogy az (f(xnl)), (f(xnz)), (f(xn3)), ..... sorozat az S-hez konvergal.
Ugyanakkor a folytonossag miatt az az (f(xn 1)), (f(xnz)), (f(xn 3)), ..... sorozat az f(z)-hez konvergal.
Innen kovetkezik, hogy f(z)=S, tehat a fiiggvény mindenképp felveszi az S értéket. l

Vegyiik észre, hogy ki lett hasznalva az a tény, hogy a folytonos fliggvénylink zart intervallumon volt
értelmezve. Ugyanis a zartsag miatt a z torlddasi pontnak bele kellett esnie az [a, b] zart intervallumba.

Olyan intervallumon, amely nem zart, altalanosan nem igaz a tétel allitasa, pl. a (0, 1]-en értelmezett

P . .
f(x) = - fiiggvénynek nincsen maximuma.
X

Zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények értékkészletével kapcsolatos az un. Bolzano-
tétel. Ennek az a 1ényege, hogy ha egy folytonos fiiggvény felvesz egy-egy értéket a zart intervallum
két végpontjaban, akkor az intervallumon beliil minden koztes értéket is fel kell vennie.

Bolzano-tétel: Legyen f a zart [a, b]-on értelmezett folytonos fiiggvény.

(i) Ha f(a) és f(b) kiilonbozd eldjeliiek, akkor az f fiiggvény az [a, b] intervallumon valahol
felveszi a 0 értéket is.

(if) Az (i) feltételeitdl fiiggetleniil az f fiiggvény az [a, b]-on felvesz minden f(a) és f(b) kozotti
értéket.

Bizonyitas:
Az (i) bizonyitasa:

Tegyiik fel indirekt, hogy van olyan [a, b] zart intervallum és olyan f fliiggvény, amire teljesiil az,
hogy az [a, b] zart intervallumon folytonos, és amire f(a) és f(b) kiillonbo6z6 eldjeli, de az £
fliggvény nem veszi fel a 0 értéket az [a, b]-on. Elég azt az esetet vizsgalnunk, amikor f(a)<0<f(b).
Miel6tt tovabbmennénk, bebizonyitjuk a kdvetkezd észrevételt.

Eszrevétel: Ha valamilyen [a, b]-beli r szdmra f{r) pozitiv, akkor van olyan 8§ > 0, hogy az
(r — 6,7 + &) nyilt intervallumban a fiiggvény minden értéke pozitiv. (Megjegyzés: ugyanez
érvényes, ha f(r) negativ, csak itt a kérnyezetben felvett értékek negativak lesznek.)

Ui: Ha az észrevétel nem lenne igaz, akkor minden § > 0 esetén 1étezne olyan x, amelyre
|r — x| < & és f(x) < 0. Ekkor gyarthatunk egy sorozatot az ilyen rossz x-ekbdl, legyen ez a
sorozat (x») sorozat. Ha § — 0, akkor az is teljesiil, hogy x,—r. Ekkor a folytonossag miatt
f(xn)—f(r). Ez itt egy ellentmondas, hiszen az f(xn) sorozat elemei nem lehetnek nagyobbak
nullanal, de f(r) pozitiv. Ezért az észrevétel allitasa igaz.



Az észrevételiink miatt van olyan § > 0, hogy (a + § < b) és a fliggvény az [a, a + §)-0n
negativ értkeket vesz fel.

Tudjuk, hogy f(b) pozitiv, ezért az el6z6 § szamoknak van egy szuprémuma, mondjuk D.
Vizsgaljuk meg a fiiggvényt az (a+D) helyen.

El6szor nézziik meg, hogy lehet-e f(a+D) értéke negativ. Ez nem lehetséges, hiszen akkor az
észrevételiink alapjan lenne olyan §' > 0, hogy az f fliggvény csupa negativ értéket venne fel
az [a, a+tD+48")-n.

Most nézziik meg, hogy lehet-e f(a+D) értéke negativ. Ez sem lehetséges, hiszen ekkor lenne
olyan 6’ > 0, amire az teljesiil, hogy f pozitiv értékeket vesz fel az (a+tD—§’, a+D+§")-n.
Tehat csakis f(a+D)=0, ezzel (i)-t belattuk.

Az (ii) bizonyitasa:
Ha f(a)=f(b), akkor nincs mit bizonyitanunk.

Ha f(a)#f(b), akkor legyen w egy olyan érték, ami f(a) és f(b) kozé esik, és mindkett6tol
kiilonb6z6. Megmutatjuk, hogy a fiiggvény az adott intervallumon felveszi a w helyettesitési
értéket.

Tekintsiik ugyanis az f(x) fiiggvény helyett a g(x)=f(x)-w fiiggvényt.

Nyilvéan g(x) folytonos az [a, b]-on, illetve g(a) és g(b) ellentétes eldjeliiek.

(1) alapjan van olyan ve[a, b], amire g(v)=f(v)-w=0.

De ekkor f(v)=w. Mivel w tetsz6leges f(a) és f(b) kozotti érték, ezért készen vagyunk. l

A Bolzano-tételb6l konnyen kovetkezik, hogy pl. a valos szamok halmazan értelmezett
exponencidlis fliggvényeknek az 0sszes pozitiv valos szam benne van az értékkészletében.

Differencialszamitas

Mar minden eszkdzlink megvan ahhoz, hogy a fiiggvények differencialhatosagaval foglalkozzunk.
El6szor a pontbeli differencialhatosag (masképpen pontbeli derivalhatosag) fogalmat tisztazzuk.

Definicio (pontbeli differencidahatosag/derivilhatosdag): Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
differencialhato az értelmezési tartomanydnak egy u pontjaban, ha létezik és véges a lim @
X—U -

hatarérték. Ha létezik ez a hatarérték, akkor ezt f’(u)-val jeloljiik.

Azokat a fiiggvényeket, amik az értelmezési tartomanyuk minden pontjaban differencialhatoak,
roviden differencialhatoaknak fogjuk nevezni.

Célszerli atgondolnunk, hogy mi a derivaltnak a szemléletes jelentése. Ehhez tekintsiik az alabbi abrat:



V\)
=
ks

Az w tort az abra szerint egy iranytangens. Ha x tart az u-hoz, akkor tigy sejthetd, hogy ezeknek

az iranytangenseknek a hatarértéke az (u, f(u)) pontban huzott érintd irdnytangensével egyezik meg.

Valojaban ez lesz a pontbeli érint6 iranytangensének definicidja: az adott pontbeli derivalt értéke
lesz az ott huizott érintd iranytangense.

crer

fizikaban értelmezett pillanatnyi sebességet vessziik alapul.

meg akarjuk nézni itt a
bejart ut pillanatnyi sebességet

Ha 5(t) vektor jeloli, hogy t id6 elteltével hol tartézkodunk (tehat mik a koordinataink), és a t
idopontban vizsgaljuk a pillanatnyi sebességet, akkor éppen azt vizsgaljuk, hogy 1étezik-e

lim 3O=5C0) b arértek.
ottt

Hasonldan kaphatd, hogy a gyorsulas a sebesség 1d0 szerinti derivaltja, ugyanis ekkor a



lim v(t)_—:’(to) hatarértéket kell vizsgalni.

tpot  t=to
A differencialhatosag és a folytonossag kapcsolata

Tétel: ha az f fiiggvény differencidalhato az értelmezési tartomanyanak u pontjaban, akkor ott folytonos
is.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan f fliggvény és olyan u pont, amire f
differencialhat6 u-ban, de ott nem folytonos. Az, hogy f nem folytonos u-ban, azt jelenti, hogy van
olyan (x,,) sorozat, aminek elemei f értelmezési tartomanyaba esnek, (x,,) tart u-hoz , viszont (f(x,,))
sorozat nem tart f(u)-hoz. Ekkor 1étezik ,,rossz” € > 0, amihez nem talalunk jo kiiszobindexet, tehat
végtelen sok n indexre [f(x,,) — f(u)| > ¢.

Fn) ~f()|
Xp—Uu

€

Ezekre az n-ekre — +o0, ez pedig ellentmondas. l

~ |xp—ul

Megjegyezziik, hogy a tétel megforditasa altalanosan nem igaz. Meg lehet adni akar olyan valds
fiiggvényt is, ami minden pontjaban folytonos, de sehol sem differencialhato.

Elemi fiiggvények derivaltfiiggvényei

Ertelemszertien a derivaltfiiggvény azt a fiiggvényt jelenti, amit egy minden pontjaban
differencialhato fiiggvény minden pontjaban elvégzett differencialas utan kapunk.

Tétel:
(i) Ha ceR konstans, akkor a pozitiv szamok halmazan értelmezett h(x)=x° fiiggvény
derivaltfiiggvénye (x°)’ = ¢ x**.
(i) (&) =¢"
(iii) 4 pozitiv szamok halmazan értelmezett logaritmusfiiggvény derivaltfiiggvénye (In x)’= i
(iv) (sin x)° = cos x.

(V) (cosx)’ =-sinx.

Bizonyitas:
Az (i) bizonyitasa:

Legyen u > 0. Atalakitisok utan, majd felhasznilva a lim 20+0

t-0

= 1 nevezetes hatarértéket,

kapjuk, hogy



c_yC ——1 XC ﬁc_l lnﬁc 56_1
11m — 11m [ ] — 11m uc 1 u) — llm uc 1 (u) - X(u) llm uC 1. (u) -
x—u X-u X—u u(——l X—u == X—-u ln(ﬁ) T X-u ln(%)
Ing c-1
crxr=cru
u
Az (ii) bizonyitasa:
p . { ror , . , . In(14t) _
Legyen u valés szam. Atalakitasok utan, majd felhasznalva a {m&T = 1 nevezetes
-
hatarértéket, kapjuk, hogy
oeX—et eX U —1 _ et —1 _ T—1
lim——— = lime"*— = lim e"- = lim e" = el
x-u X — U X—u X—Uu X—u=t-0 t et=T-1 InT

Az (iii) bizonyitasa:

Legyen u > 0. Atalakitdsok utdn, majd felhasznalva a ltin(} InA¥Y _ | nevezetes hatarértéket,
kapjuk, hogy
X X X
~ Inx —Inu _ In & 1 g 1 Ing 1 Int 1
lim = lim— =lim—-x =11ma-x =  lim TtC1iTa
X—-u X—Uu X-u A x->uu 2 _ X—u A X 5 —
u(u 1) 1 1 m 1 3=t-u

Az (iv) bizonyitasa:
Legyen u Valés sze’lm A (sinx-sinu) kifejezést ugy fejezziik ki az addicids tételek segitségével,

hogy az x = ==+ == illetve u = % - xz;u azonossagokat alkalmazzuk. Az atalakitasok utan,

majd felhasznalva a ]cm&T = 1 nevezetes hatarértéket, illetve a koszinusz folytonossagat, kapjuk,
hogy
sinx—sinu

lim ——— =

X-U X—u

x-Uu X—u x-U — x-U

=cosu-1=cosu.



A (v) bizonyitasa:

Hasonléan megy, mint (iv) bizonyitasa, nem részletezzik. l

Differencialasi szabalyok

Ha differencialhato fiiggvényekkel alapmiiveleteket végziink, akkor altalaban differencialhato
fiiggvényeket kapunk, és a kapott differencialhatdo fiiggvények derivaltjai is viszonylag
kényelmesen jellemezhetdk. Errdl szol az alabbi tétel.

Tétel (differencidldsi szabdalyok): Ha f és g differencialhato fiiggvények értelmezési tartomanya
azonos, akkor az értelmezési tartomany tetszéleges u pontjaban az teljesiil, hogy
L+ = 7w+ g0

2. fO'W=fW-gw+fw 9w

JAY _ frawgw)—-fw-grw). ;
3. (g) (w) = Yo ; felteve, hogy g(u)+0.

Bizonyitas:
Az Osszegre vonatkozodan:

m(f(x)+g(x)) ~-(f+gw)  (fx) - f@) +g(x)—g(u)
>u x—u Cxou\ x—u x—u

f+9e=1li lim

Mivel a zarodjelben az adott torteknek az u-ban is van hatarértéke, ezért a kifejezes
kettébonthat6 az alabbi modon:

) —f@ g —gw)
m——+ lim———

li — —
xou X —U | \x—>u x—u |
| |

Fr{u) g'(u)

\

A szorzatra vonatkozdan:

(f - 9)'(w) = lim f(x)g(x;—Z(u)g(u) =1jm LX) WIX)+f (WX -FWgW) _
x-u -

X-U X—u

lim LICINCACIRIAC)) + f(u)'(g(x)—g(u))].

x-u xX—uU xX—UuU

Tudjuk, hogy lim UG (O f'(w); lim g-o) _ g'(u), illetve g(x) folytonossaga miatt
XU XU

X—u X—-u



limg(x) = g(u). Innen a fenti hatarérték létezik és értéke g(u) - f'(w) + f(w) - g'(w).
X-Uu

A hanyadosra vonatkozoan:

f) f fx)g) —g(x)f(w)
(f ) @) = lim 90 9@ _ g(x) - g(w)
X—U

g X-Uu

i @900 — 9@ )
ST x-u S g9 (W

fgw) — g(x)f (W) fg) — fwgw) + gw)f(w) —gx)f (W)
= lim X —u = lim XU
x-u g)gw) x-u g)gw)

O = A s =i U A OO L)
x-u 9()gw) g*w) '

Megjegyzend6, hogy a szorzatra vonatkozo szabalybol kdnnyen lathato, hogy tetszéleges ¢ konstans

esetén (c - f(x)) =c f'(x).

Differencialhato fliggvényekbdl képzett Gsszetett fliggvény is altalaban differencialhaté. Errdl szol a
kovetkezo tétel.

Tétel: Ha [ és g olyan differencialhato fiiggvények, amelyeknek létezik az f(g(x)) kompozicioja, akkor
flg(x)) is differencialhato és a derivaltfiiggvénye: f(g(x))’ =1 (g(x))-g'(x).

Bizonyitas:
Ha u olyan pont, ahol g differencialhato, és az f fiiggvény differencialhato a g(u)-ban, akkor

N _ . FGD-fa)  g)-g@) _ o, L
chl—r>r111 x—u - chl_r)rlll 9(0)—gw) — £ (g(w)g’(w).

Itt felhasznaltuk, hogy g folytonos az u-ban, és ezért lim g(x) = g(u), illetve felhasznaltuk az f-re és
XU

g-re vonatkoz6 derivalhatosagi feltételeket. JJj

Tekintsiink most néhany példat:

1. ex-sinx
f(x)=e* gx)=x-sinx
f(g0))=e=sin*

(e*sn¥) = f'(g(x)) - g'(x) = e¥SM* . (x sinx)' = e*S"*. (1 sinx + x - cos x)



2. 2017* = (eln2017)x:ex-ln2017
f(x)=e*; g(x)=x - In 2017
f(g(x))= ex-ln 2017
(eXM2017)r = fi(g(x)) - g'(x) = e*¥M2017 - (x - In 2017)’ = 2017 - In 2017

Altalanositasként kapjuk, hogy amennyiben a > 0, akkor az (a¥)’=a* - In a.

3. In(cos? x)
f(x)= In x; g(x)=cos?x
f(g(x))=In (cos?x)

(In (c0s20))'=F *(g(x))=g’ (x)=—

cos?x

- (cos?x)'=
A cos?x is dsszetett fiiggvény, r(x)=x?, s(x)=cos x fiiggvényekbdl.
r(s(x))=cos?x

(cos?x)’=r’(s(x))'s’(x)=2 cos x (-sin X)

= =1cosx - (—sinx
cos?x ( )
4, r(x)s(")=(e1n T(X))S(x):es(x)-ln f(x)

(es(x)-ln r(x))r — es(x)-ln r(x) . (s(x) -In r(x))’ —
=r(x)® - [s'(x) - Inr(x) + s(x) - (Inr(x))] =

1
= r(x)*® - [S’(x) “Inr(x) +s(x) gt r’(x)]

Inverzfiiggvény derivaltja

Az alabbi tétel differencialhato fiiggvény inverzérdl szol (amennyiben az létezik).

Tétel: Ha f intervallumon értelmezett, invertdlhato és differencialhato fiiggvény, akkor inverze is
differencialhato.

Bizonyitas:

Legyen u az intervallum tetszdleges pontja.



' -fTw 1) — £ (w) . 1
Iim————— = =1im

s (o) —f(f W) (@) - (1 )
£ -1

Az f fiiggvény folytonos, hiszen differencialhatd, valamint f inverze is folytonos. Ezek alapjan

. 1 o
i (r'w)-(r'w) W) i
lw-r'e

Lathato, hogy a bizonyitas sordn az inverzfiiggvény derivaltjara nézve képletet is kaptunk.
Példaként hatarozzuk meg a szinuszfiiggvény inverzének derivaltjat (itt x végig az elsd siknegyedbdl
valo). A kapott képlet szerint, illetve felhasznalva a trigonometrikus Pithagorasz-tételt, kapjuk, hogy

1 1

cos(arc sin x)

. 1

(arc sin x)’= = .

1-sin’(arc sinx) Y S

A tobbi nevezetes differencialhato fiiggvény inverzének derivaltfiiggvénye (a megfeleld értelmezési
tartomanyon beliil) hasonldéan kaphatd meg, ezeket itt nem részletezziik.

Fiiggvények lokalis monotonitasa

Definicio (lokdlis monotonitas): Azt mondjuk, hogy az f fliggvény lokalisan szigoriian monoton
novekedo az értelmezési tartomanyanak egy u pontjaban, ha létezik olyan 6§ > 0, amire az teljesiil,
hogy

(1) minden u — § < x < u értelmezési tartomdnyba esé x esetén f(x) < f(u)

(2) minden u < x < u + § értelmezési tartomdnyba esé x esetén f(u) < f(x)

Megjegyzés: a pontbeli (lokalis) szigortan monoton csokkenés analdég modon definialhato.

Eszrevétel: A pontbeli lokalis szigori monotonitas nem vonja maga utan, hogy a fiiggvény
valamilyen intervallumon is monoton lenne. Legyen ugyanis

fe ={

x, ha x racionalis
2x,ha x irracionalis

Ez a fiiggvény 0-ban lokalisan szig. mon. ndv., de semmilyen (nemelfajuld) intervallumon nem
monoton.

Fontos észrevétel (ami majd kapcsolatot teremt a deriviltakkal): Ha f az egész R-en értelmezett és az
u pontban lok. szig. mon. nov., akkor létezik olyan & > 0, amire igaz, hogy

() u—6 <x <wueseten f(x) — f(w) < 0 pontosan akkor teljesiil, ha f—(x;:i(u) >0



f() fw >0

-u

(if) u < x < u+ & esetén f(x)-f(u)>0 pontosan akkor teljesiil, ha

TETEL: Legyen f- R—R fiiggvény, ami u-ban differencialhato.

(i) Haazf’(u)>0, akkor f az u-ban lokdlisan szigoriian monoton névekeda.
(i) Ha az f’(u)<0, akkor f az u-ban lokdlisan szigorian monoton csékkend.

(ili)Ha f lokdlisan monoton ndvekvé u-ban, akkor f(u)>0 (itt a feltételben elengedtiik a
szigorusdgot, tehat egyenloség is megengedett).

(iv) Ha f lokalisan monoton csékkend u-ban, akkor f”(u)<0 (a fenti zdardjeles megjegyzés szintén
érvényes).

(v) Haf-nek lokadlis szélséértéke van u-ban, akkor f(u)=0.

Bizonyitas:

Az (i) bizonyitasa:

Tudjuk, hogy f'(u) = lim f(xi i(”) 0.
Léteznie kell olyan § > 0 szamnak, amire igaz, hogy minden olyan x-re, ami |[x —u| < 6, az

f (X) f &)

teljestil, hogy > 0. Ui: Ha nem lenne ilyen &, akkor létezne olyan x,—u sorozat,

M < 0. Viszont ekkor ha Iétezik is a lim w

n—-o0 n—
hatarérték, akkor az nem lehet pozmv, és ez ellentmond az u-beli differencialhatosagnak.
Tehat van ilyen § > 0.

Az el6z6 megjegyzés miatt az f-nek u-ban lokalisan szigori monoton névekvonek kell lennie.

amire az teljesulne hogy

Az (ii) bizonyitasa:

Ugyanaz, mint az (i)-nél, csak el6jelcserével.
Az (iii) bizonyitasa:

—f(x)z:z(u) > 0, ezért lim UOW O] > 0.

X-U X—u

Egy alkalmas intervallumon

A (iv) bizonyitasa:

Ugyanaz, mint a (iii)-nal, csak eldjelcserével.



A (v) bizonyitasa:

Az u-ban lokalis szélséértékhely van.

Fe)-rw

X—Uu

Ha balrdl tartunk x-szel az u-hoz, akkor
fx)-fw
-u

eléjele ellentétes, mintha jobbrdl tartanank

x-szel az u-hoz. Ezért lim

nem lehet sem pozitiv, sem negativ. Igy tehat ez a
XU

hatarérték sziikségképpen 0. l

Megjegyzés: A (v) megforditasa nem igaz. Abbol, hogy a differencialhaté fiiggvénynek valamely
pontjdban 0 a derivaltja, még nem kovetkezik, hogy ott lokalis szélséértéke van. Pl. tekintsiik az
f(x) = x3 fiiggvényt az u=0 pontban.

Megjegyzés: Olyan tobbvaltozos fiiggvényeknél, amik minden valtozojukban parcialisan
differencialhatok (az adott valtozé szerint derivalunk), azokra az 5. feltétel szolgaltat (sziikséges

feltételt) pontbeli lokalis szélsoérték 1étezésére. Ha az f(x1, X, ..., Xn) eleget tesz a fenti feltételeknek
és az (us, Uy, ..., un) helyen lokalis széls6értéke van, akkor

f'xl(ul,uz,...,un) :f'xz(ul,...,un) =...=f’xn(u1,...,un) =0.

Kozépértéktételek

ROLLE-TETEL: Legyen f az [a, b]-on értelmezett folytonos fiiggvény, ami a belsé pontokban
differencialhato is, illetve legyen f(a)=f(b). Ekkor létezik olyan c €(a, b), amire f(c)=0.

Bizonyitas: Ha a fliggvény konstans fiiggvény, akkor barmelyik belsé pont jo, mert a konstans
fliggvény derivaltfiiggvénye az azonosan 0 fiiggvény. Amennyiben nem ez a helyzet, akkor van olyan
Xo€ (@, b), amire f(xo)£f(a)=f(b).
1. eset: ha f(xo)>f(a)=f(b). Ebben az esetben a Weierstrass-tételt alkalmazva talalunk olyan ce[a,
b] szamot, ahol az f fiiggvény felveszi a maximumat. Nyilvan f(c)>f(xo), ezért c#a,b. Mivel c
lokalis szélsoértékhely, ezért £*(c)=0.
I1. eset: ha f(xo)<f(a)=f(b), akkor ugyantigy jarunk el, csak minimumhellyel. l

LAGRANGE-KOZEPERTEKTETEL: Ha f folytonos az [a, b]-on és a belsé pontokban differencidlhato,

akkor létezik olyan c €(a, b), amire f'(c) = %.

Bizonyitas:

Legyen F(x) = f(x) — f(@) - L2LD. (x — a).



Tudjuk, hogy ez a F(x) folytonos az [a, b]-on és differencialhato (a, b)-on. Szamitsuk ki a F(a) és F(b)
értékeket.

Fl@)= f(a) - f(@-8LE8 . @a-a)=0

Fb) = f(b) - f(0) - LOLE . (b —a) =0

Tehat az F fiiggvényre alkalmazhato a Rolle-tétel. A Rolle-tétel szerint 1étezik olyan ce(a, b), amire
0 = F'(c).

Az F(x) derivaltfiiggvénye F'(x) = [f () — f(@) = FOLL (x — )] ' = £ 1) - LBL, innen

fb f

Megjegyzés: Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a (c, f(c)) pontban huzott érintdnek kell
parhuzamosnak lennie az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokat 6sszekto egyenessel.

CAUCHY-KOZEPERTEKTETEL: [ és g az [a, b]-on folytonos, a belsé pontokban differencidlhato
fiiggvenyek, tovabba a g’(x) fiiggvény nem vesz fel 0 értéket a belsé pontokban.

[ _ r-r@

Ekkor létezik olyan c €(a, b), amire 70— 9b)—g@"

Elozetes megjegyzés: automatikusan teljesiil, hogy g(b)#g(a), ugyanis ha egyenl6k lennének, akkor a

Rolle-tétel miatt lenne olyan ye(a, b), amire g’(y)=0.

Bizonyitis: Legyen F(x)=(x)-f(a)- s -(g(x)-g(a)

A F(x) folytonos az [a, b]-on és differencialhat6 a belsé pontokban.

F(a) = f(a) — f(a) - L2TD . (4(a) — g(a)) = 0

g(b)-g(a)

F(b) = f(b) — f(a) = LBLD . (5(b) — g(a)) = 0

g(b)-g(a)

Az F fiiggvényre alkalmazva a Rolle-tételt, kapjuk, hogy 1étezik olyan ce(a, b), amire F’(c)=0.

o e o fB)=f(@) |
A F(x) fiiggvény derivaltfiiggvénye F (x) = f (x) 9@ (x)
f)—f(a)

Innen kapjuk, hogy 0 = F'(¢) = f'(¢) — gb)-g@ 9

'(c), amibé] atrendezéssel adodik, hogy

@ _ f)-f@
g© g-g@’

A Lagrange-kozépértéktétel fontos kivetkezménye: Ha f folytonos az [a,b]-on és differencialhato
(a,b)-on, valamint minden x e(a,b)-re 1”(x)=0, akkor f sziikségképpen konstans [a,b]-n.



Bizonyitas:

Lagrange-kozépértéktételt hasznalunk.
Legyen de(ab). A [d,b]-on értelmezett f fiiggvényre alkalmazzuk a Lagrange-kozépértéktételt.

Léteznie kell egy ce(db) szamnak, amire £'(c) = 29D nnen kvetkezik, hogy f(d)=f(b). Mivel
d tetszdleges belsd pont volt, ezért a belsé pontokban konstans a fiiggvény. A folytonossdg miatt ez
persze a végpontokra is kiterjeszthetd, ¢€s igy belattuk, hogy a fiiggvény konstans az adott

intervallumon. [

Eszrevétel: Ha f és g folytonos az [a,b]-on, és differencialhaté (a,b)-on, valamint minden x <(a,b)-re
f(x)=g’(x), akkor (f(X)-g(x)) egy konstans fiiggvény.

Bizonyitas: Az el6z6 kdvetkezményre visszavezethet6 az alabbi médon:

f)=g'® o f(x)-gx) =0 (fx)—gx)'=0.1

TETEL: Legyen az f folytonos az [a,b]-on és differencidlhaté (a,b)-on. Ekkor
(i) fpontosan akkor monoton névekedé az [a,b]-on, ha

f°(x)=0 minden x e(a,b)-re.

(ii) f pontosan akkor szigoriian monoton névekedd az [a,b]-on, ha f'(x)>0 minden x e(a,b)-re és
az [a,b]-nek semmilyen (nemelfajulo) részintervalluman az f’(x) nem azonosan 0.

Bizonyitas:

(i) Egyik irany: f’(x)>0 minden x €(a,b)-re.
Legyen xi, X2 e[ab], x;<x,. A Lagrange-k6zépértéktételt alkalmazzuk az [x1, Xz]-On

fee)-f

értelmezett f-re. Van olyan ce( X1, X2), amire f'(c) = . x(xZ) > 0. Mivel (Xi-x2)
1~ 42

negativ,ezért

f(x1)-f( x5 )<0, innen f(x1)<f(x2). Mivel X1 és x» tetszOleges bels6 pontok, ezért
bizonyitottuk.

Masik irdny: ha f monoton ndvekvé az [a,b]-on.

Ennek az iranynak bizonyitasakor hivatkozhatunk a kozépértéktételek eldtti ismereteinkre.
Amennyiben f mon. ndv. [a,b]-on, akkor minden (a,b)-beli pontban lokalisan monoton
novekvo. Ebbdl kovetkezett, hogy minden x €(a,b)-re £(x)>0.

(i) Ugyanugy, mint az 1-nél, azzal a kiilonbséggel, azzal a kiilonbséggel, hogy fel kell
hasznalnunk, hogy ha egy nem elfajul6 intervallumon a derivalt azonosan 0, akkor a
fiiggvény azon az intervallumon konstans. I

Megjegyzés: Monoton csokkenésre és szigorti monoton csokkenésre ugyanigy
megfogalmazhato a tétel, csak az egyenldtienségjelek forditva dllnak.

Példa: a monotonitasi feltételek (és az eldtte szereplo tételek) alkalmazasa:



fx)=x+ % Hatarozzuk meg a lokalis széls6értekeit!

Megoldas: Az f(x) differencidlhat6 fiiggvény (a 0-ban nincs értelmezve). Mivel lokalis
szélesoérték(hely)eket keresiink, ezért eldszor meg kell nézniink, hogy *(x) mikor vesz fel 0
értéket, illetve mikor nincsen értelmezve. Ertelmezni csak az x = 0 helyen nem tudjuk.

Keressiik meg azokat a helyeket, ahol a derivalt eltiinik.

fFO) =1+ =1+x2=1-=

x2

Meg kell oldanunk az 1 —% = 0 egyenletet. 1 = x—lz;x2 =1L x;=1x,=-1

Az 1 ésa(-1) lehetséges széls6értékhelyek, de ellendrizni kell, hogy tényleg azok-e.

Célszerli egy szamegyenesen feltiintetni a derivaltfliggvény zérushelyeit.

A derivaltfiiggvény, tehat f'(x) = 1 — % folytonos fiiggvény, ezért a Bolzano-tételt hasznalva
nem valt el¢jelet a (—oo; —1) —en,a (—1;0) —dn,a (0; 1) —enés az (1; +o) — en sem.
Az f figgvény a (—oo; —1)-en szigorian monoton névekvd, a (-1;0)-on szigorGian monoton
csokkend, ezért a (-1) lokalis maximumbhely.

Az f figgvény a (0;1)-en szigorian monoton csokkend, az (1;+o)-on szigorian monoton
novekvo, ezért az 1 lokalis minimumhely.

Derivaltak alkalmazasa a hatarértékszamitasban

Sok esetben megkonnyiti a hatarértékek kiszamitasat a derivaltak ismerete. Az Gn. L’Hospital-szabalyt
azokban az esetekben tudjuk alkalmazni, amikor a meghatarozandé hatarérték “nulla per nulla”, vagy
pedig abszolutértékben véve “végtelen per végtelen”-tipusu.

TETEL (L’HOSPITAL-SZABALY): Legyenek f és g olyan fiiggvények, amik differencialhatok I\{a}-on,
ahol | valamilyen intervallum, a € I, és lehet akdar a = + oo is.
Tegyiik fel, hogy g(x) # 0 semmilyen x-re, illetve g'(x) # 0 semmilyen x-re.

Ha 1. lim f(x) =limg(x) = 0, vagy
xXx—-a X-a

2. lim |g(x)| = + oo, akkor a kévetkezd igaz:
amennyiben lim 22 = = B létezik, akkor lim—= 1(x) =0
x—a g'(x) xoa g(x)

Bizonyitas:

A bizonyitast el6szor csak egy specidlis esetben végezziik el, majd ez alapjan attériink az altaldnos eset
bizonyitasara.

I.  (egyszeriibb) eset: « € R, f(a) = g(a) =0



Ekkor természetesen barmely x-re & _ f&-f@
g9(x)  g)-g(@

Vegylik fel x-et és a-t ugy, hogy elég kizel legyenek egymashoz.
A Cauchy-féle kozépértéktétel szerint talalunk « és x k6z6tt egy olyan c-t, amire

fO)=f@ _ frie)
gx)—gl@) gy

Legyen (x;) egy a-hoz konvergalo sorozat.
A fenti észrevétel alapjan x;, és a kozott mindig talalunk olyan y, szamot, amire

FO)=f(@) _ frvi)
gx)-gl@)  gr(yi)

A rend6relv miatt persze az (y,) sorozat a-hoz konvergal.

A feltétel szerint, felhasznalva az eldbbi atalakitast is, kapjuk, hogy

_n PO e FO0f@ e fO) o f)
B_lll—{?og'(yk) ll—wog(xk)—g(a) Ill—{g:rg(xk) ch—nxg(x)'

amit bizonyitani kellett.

(altalanos) eset: elofordulhat, hogy
(1) fvagy g nincs értelmezve a-ban
(2) értelmezve van ugyan, de valamelyik nem 0
(3) a = .

Az altalanos eset bizonyitasaban a fenti harom lehet6ség mindegyikét le fogjuk fedni.
Legyen most x # y. Végezziik el az alabbi atalakitasokat:

fe _fG=fB) 96 —90)  fO) _
gx) gx)—gO») g(x) g(x)

_TO-f») ( _ @) fo)
gx)-g) gx) g(x)

A Cauchy-kozépértéktétel szerint van x és y kdzott olyan c, amire

f1(©) _ fG=f®)
g1(©)  g)-g)

azaz ezzel a c-vel kifejezve azt kapjuk, hogy

fx) _ fr(o) g )
e [ —
glx) g0 ( g(X)) + gx)

Legyen (x;) egy a-hoz konvergalo sorozat, amelyben az a nem fordul eld elemként.



Megmutatjuk, hogy mindharom esetben létezik olyan (y;), ami a-hoz konvergal, valamint
egyszerre teljesiti a

lim 229 = o jlletve lim L&) = 0 feltételeket. EbbS] mér kivetkezni fog a tétel allitasa,
k—o0 g(xx) k—o0 g(xi)
. . , . fx) , 4. fr(x) s x
hiszen ez pontosan azt vonja maga utan, hogy lim —= és lim —= hatarértékek megegyeznek.
x—ag(x)  x-ag!(x)

Ha 3161113[ flx) =0, }lcln; g(x) = 0, akkor legyen (x;) egy a-hoz konvergald sorozat, amelyben

az a nem fordul el6 elemként.

Legyen most tehat Ilim flx) = Ilim glxx) =0.

A szoban forgd sorozatok nulldhoz tartdsa miatt tudunk valasztani egy olyan
(y) részsorozatot az (xj ) sorozatbol, amire tetsz6leges k index esetén fennall, hogy

9k)

|f (€49)
Fxk)

1 .
< =, illetve |
g(xk)| k

| <56 ezzel az allitast az els6 esetben igazoltuk.

Amennyiben lim |g(x)| = +oo, akkor ugyanilyen méodon jarhatunk el, azaz a két hanyados
xX-a

»Kicsire” valaszthato, és a szoban forgd hatarértékek megegyeznek, ahogy azt bizonyitani

kellett. ||}
Peldak:
100 99
. X . 100x ., 100!
1. lim — = lim =...= lim —=0
x—+co0 € x—>+o00 e¥ X—+o00 €%
xZ4x—2 .. 2x+1 _ 3

lim 7 o1 1 =
x—1 5x4—6x+1 x—110x—6 4

Primitiv fiiggvények (hatarozatlan integralok)

DEFINICIO (PRIMITIV FUGGVENY): Legyen I valamilyen intervallum a valos szamegyenesen.
Az f: I-R fiiggvénynek primitiv fiiggvénye az F: I—R, ha minden x &l esetén F’(x)=f(x).

A definiciobol egybdl kitiinik, hogy primitiv fiiggvények keresésekor a derivalashoz képest visszafelé
kell gondolkodnunk. Nézziink egy egyszerii példat. Az f(x)=x-nek primitiv fiiggvénye

x? x? x? .
F(x) = - vVagy F(x) = S te de akar F(x) = S tmis.

Természetes modon keriil fel az a kérdés, hogy miként irhatd le egy adott fliggvénynek az Gsszes
primitiv fiiggvénye (persze feltételezve azt, hogy létezik legalabb egy primitiv fiiggvénye). Erre
vonatkozik az alabbi tétel.

TETEL: Ha az f: >R fiiggvénynek Fi és F is primitiv fiiggvénye, akkor (F; — F,) konstans fiiggvény.

Bizonyitas:



Minden x € I-re F;'(x) = f(x) = F,'(x), azaz ezekre az x-ekre F;'(x) = F,'(x).
F'(x) — F,'(x) = 0, ezért (F;(x) — F,(x))" = 0 minden x-re az adott intervallumon.

Viszont ekkor (F;(x)— F,(x)) konstans fiiggvény, ahogyan az kovetkezett a Lagrange-
kozépértéktételbdl (Isd. az ottani kovetkezményt). .

Tehat amennyiben az f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye az F, akkor az f fliggvény Osszes primitiv
fliggvényeinek halmaza az (F+c) alaku fiiggvényekbdl all, ahol ¢ konstans. Ezt a halmazt [ f, vagy a
véltozd kiirdsa esetén [ f(x) dx fogja jelolni, és ezeket nevezziik a f fliggvény hatarozatlan
integraljanak.

Primitiv fiiggvények keresésének néhiany médszere:

1. Parcidlis integrdlas”: induljunk ki az (f-g9) =f"-g+f-g differencialasi
szorzéasszabalybol, és tekintsiik az [ (f - g)’ halmazt. Ez éppen az (f - g + konstans) alakt
fiiggvényekbdl all. Ez alapjan

frgte= [ g+10)

A derivaltak 6sszegérdl szol6 tétel miatt [(f'-g+f -g)=[f" g+ [ f g, amennyiben
az itteni primitiv fiiggvények mind léteznek. Igy formalisan azt kapjuk, hogy

frg+c=[f"g+[f gaazf-g-[f-g=[f"g
A most belatott képletet nevezziik a parcialis integralas képletének.

Nézziink egy példat a parcialis integralas alkalmazasara:
[x-e¥dx=[(e*)  xdx=e*"x—[eX - (x)dx=e"x—[eX*dx=e*x—e*+c

Természetesen nem mindegy, hogyan osztjuk ki a szerepeket. Ugyanis ha ebben a példaban forditva
probalkoztunk volna, akkor az alabbit kapjuk (ami az eredeti feladatnal “rosszabb”, hiszen az 1j
integral utan masodfoku polinom van megszorozva egy exponencialissal):

2y/ 2 2

f(x—) ceX¥ =T e¥ — [T . e¥dx.
2 2 2
2. Helyettesitéses integralds:

Legyen F(x) egy differencialhato fliggvény. Ekkor definicié szerint [ F'(x) dx = F(X) + c.

frjuk most fel az x valtozot egy masik t valtozo fiiggvényeként, azaz legyen x=G(t), ahol a G
fliggvényrol feltessziik, hogy differencialhat6, valamint 1étezik inverze is

(természetesen t = G 1(x)).



Ekkor az F(G(t)) és az F(x) fuggvények formalisan egybeesnek. Derivaljuk most az F(G(t))
fiiggvényt a ,,t” valtoz6 szerint. Ekkor a derivalas utan megkapjuk az F'(G(t)) - G'(t) fiiggvényt.
Mivel az F(G(t)) és az F(x) fiiggvények formalisan egybeesnek, ezért

JF(G(D) - G'(©dt = [ F'(x) dx. Ebbél kapjuk, hogy
F(x) = [ F'(G(1) - G'(v) dt, ahol t = G~ 1(x).
Az imént kapott formula a helyettesitéses integralas képlete.

Nézziink egy konkrét példat, amikor jol jon a helyettesités. A példaban a V1 — x? fliggvény primitiv
fiiggvényeit keressiik. Kozvetleniil persze nem tudnank mit kezdeni a feladattal, de ha esziinkbe jut,

hogy 0 < t < /2 esetén V1 —sin?t = cost, akkor 0 < x < 1 esetén alkalmazhatjuk a sint=x
helyettesitést, és az alabbi mdédon talalhatjuk meg a primitiv fiiggvényeket:

[V1—x%dx = [vV1—sin?t-costdt = [cost-costdt= [cos?t dt=

t +——4+C= 1 arc sinx + sin(2arcsinx)

- f1+cos(2t) dt = sm(2t)
2 2 4

Ertelemszeriien ugyanigy jarhatunk el, ha -1 <x < 0, ezt itt nem részletezzik.

A hatarozott integral
El6szor Riemann adott erre pontos definiciot, de mi a Darboux-féle integrdldefiniciot fogjuk
hasznalni.
A célunk a teriiletfogalom pontos kialakitasa.

DEFINICIO (DARBOUX-FELE INTEGRALFOGALOM): Legyen f:[a, b] = R. Osszuk fel az [a, b]-ot véges
sok részre, az osztopontok legyenek a = xy < x1 < x5 <...< X, = b. Ezzel az [a, b]-ot n db részre
vagtuk fel. Minden kis részintervallumon hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletének szupréemumat és
ezt szorozzuk meg az aktudlis intervallum hosszaval (itt feltessziik, hogy f feliilrél korlatos).

Ezeket a szorzatokat adjuk ossze, azaz tekintsiik az adott beosztashoz tartozo

S = Z(xl Xi_1)" supf|

xl 1 X

osszeget, amit az adott beosztashoz tartozé FELSO KOZELITO OSSZEGnek hivunk.

Hasonlo médon definidljuk az adott beosztdshoz tartozé ALSO KOZELITO OSSZEGet, azaz.

S—Z(xl Xi_1)" mff|

[xi-1, %]



A felsd kozelito tehat olyan téglalapok teriiletosszege, amiknek nincsen kozos belsd pontja, valamint
uniojuk tartalmazza az egész gorbe alatti tartomanyt. Az also kozelito osszegek esetén szintén olyan
téglalapok teriileteit adjuk Ossze, melyeknek nincsen kézos belsé pontjuk, csak éppen itt a téglalapok
uniojat tartalmazza a gérbe alatti tartomany.

Az S-ek infimumat az f fiiggvény FELSO INTEGRALjdanak, az s-ek szuprémumdnak az f fiiggény ALSO
INTEGRALjanak fogjuk nevezni. Amennyiben ezek egybeesnek, azt fogjuk mondani, hogy f integralhato
az [a, bl-on és az integral értéke megegyezik az alsé és a felsd integral kozos értékével.

Tisztdzando az also és a felsé integral kapcsolata.

Eszrevétel: Uj osztépont beiktatdsakor az alsé kozelité dsszeg nem csokkenhet, a felsé kozelitd osszeg
nem névekedhet.

Bizonyitas: A fels6 kozelitd dsszeg esetében csak azon a kis részintervallumon kell vizsgalni a
valtozast, ahova az 0j osztopont bekeriilt. Legyen [, s] az a részintervallum, ahova beraktunk egy 0j u
osztopontot (1 €s s eredetileg szomszédos osztopontok voltak).

+(s—u)-supf

A valtozas: (u—r1)-sup f —(s—=r)'supf

[r,u] [w, s]

[7,s]

Mivel [r,u] és [u, s] részintervallumai [r, s]-nek, ezért sup f |[r u] <supf |[r s] illetve

sup f

[, 5] <supf [rs]’

A valtozas az elézéek miatt legfeljebb

(u—r)-supf

[r,s] +(s—u)-supf [r,s] —(s—r)-supf|[r’s] =sup f [r’S]((u—r)+

(s—u)—(s— r)) = 0 azaz a fels6 kozelité 6sszeg nem novekedhetett.
Ugyanugy jon ki, hogy az also kozelité 6sszeg nem csdkkenhet Gj osztdpont beiktatasakor. .

Allitds: Barmely felsé kozelitd Osszeg (azaz tetszbleges beosztashoz tartozo) legalabb akkora, mint egy
tetszoleges (akar masik) beosztashoz tartozo also kézelito dsszeg.

Bizonyitas: Vegyiink egy tetszéleges beosztast, az ehhez tartozo felsd kozelitd dsszeg legyen S*.
Vegylink egy tetszéleges (akar masik) beosztast, az ehhez tartozé also kozelité dsszeg legyen s’

Most az el6z6 két beosztasbol csinalunk egy ujat: dsszefésiiljiik 6ket, azaz vessziik azt a beosztast, ami
az el6z6 osztopontok unidjabol all. Az 11j Osszefésiilt beosztasban legyen a felso kozelitd osszeg S,
akkor az also kozelitd 0sszeg s. Az el6z6 észrevétel miatt s < S*, illetve s < s. Felhasznalva, hogy

s < S kapjuk, hogy s’ < s < S < 5* innens’ < s*. ||}

Kovetkezmény: Az also integral nem lehet nagyobb a fels6 integralnal.

DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy egy beosztas 6-ndl finomabb, ha a szomszédos osztopontok tavolsaga
kisebb &-nal.



TETEL (DARBOUX): Legyen f: [a, b] = R korlatos fiiggvény. Ekkor barmely € > 0 esetén létezik olyan
& > 0, hogy az [a, b] barmely §-ndl finomabb beosztdsa esetén:

1. az also kozelité dsszegek az also integraltol nem térnek el e-nal jobban,

2. afelsé kozelité dsszegek a felsd integraltol nem térnek el e-nal jobban.

Bizonyitas:

Elég a masodikat bizonyitani, mert az els6 ugyantgy jon ki. Mivel a fels6 integral (jelolje most F) a
fels6 kozelitd 6sszegek infimuma, ezért nyilvan van olyan beosztas, amire az teljesiil, hogy a hozza
tartozo fels6 kozelits osszeg ,,elég kozel” van F-hez. Azaz tetszéleges €' > 0 esetén van olyan
beosztas, hogy az adott beosztashoz tartozo felso kozelitd 6sszegre (amit most S jeldl) teljesiil, hogy
F <S<F+¢' Legyen az €'-hoz egy ilyen beosztis a = X, < x; < X, <...< X, = b. Jelolje ezt a
beosztast B;.

Mivel a B, felosztasban véges sok kis intervallum van, ezért van koztiik legrovidebb. Legyen

8’ > 0 olyan tavolsag, ami a legrovidebb kis intervallumnal is rovidebb. Tekintsiink egy 6'-nél
finomabb beosztast, legyen ez a B, felosztas.

Azt probaljuk megbecsiilni, hogy ha kicseréljiik a B, felosztast a B, felosztasra, akkor mennyit
valtozik a felso kozelitoosszegre. A cserét két 1épésben hajtjuk végre. El6szor vessziik a B, és B,
felosztasok egyesitését, majd arrol tériink at a B, felosztasra.

Az egyesitett beosztas minden x; pontot tartalmaz, ezért (ahogy azt korabban lattuk) a B, és B,
egyesitéséhez tartozo felsé kozelitd dsszeg kozelebb van F-hez, mint €'. Most térjiink at az egyesitett
felosztasrol a B, felosztasra. Ha a B,-ben szerepel az 0sszes X; pont, akkor mar nincs dolgunk. Tehat
feltételezhetjiik, hogy van olyan i index, amelyre a B, beosztasban nem szerepel az x; osztopontként.
Jelolje r és s a B, beosztasban azon osztopontokat, amelyekre teljesiil, hogy r < x; < s.

Mivel a 8’ tavolsag definicionk szerint rovidebb a szomszédos x;-k tavolsaganal, ezért az vilagos,
hogy x;_; <7 <xj, Xj < S < Xj41, igy tehat az [r, s] intervallumon csak egyetlen olyan pont
helyezkedik el, ami a B; beosztasban osztopont volt (és ez persze az x;).

Most csak az [r, s]-en nézziik a fels6 kozelité Osszeg valtozasat, ha x;-t kivessziik, r-et és s-t
hozzaaadjuk (tehat amikor az egyesitett beosztasrol attériink a B,-re).

A B, beosztasra nézve a fels6 kozelitd 6sszegnél az [r, s] intervallumon a megfeleld szorzat egyenld

-sel.

[r, 5]

A B, és B, egyesitésében a megfeleld rész

(s—r)-supf

(x; — 1) - sup f‘[r, %] + (s — x) - sup f|[xi,s]'

Becsiiljiik feliilr6l most ezek eltérését (azt tudjuk, hogy az el6z6 legalabb akkora, mint az utdbbi,
hiszen ezt mar egy korabbi észrevételben belattuk):

(s—r)-supf|[r,5] — [(xi —r)-supf|[r’xi] + (s —Xi)-supf|[xi's]] <

<(s— r)'squ|[a,b] — [(xi -r)- inff|[a,b] + (s —Xi)-inff|[a’b]] =

—(s—1)- (Supf|[a,b] - inff|[a’b]) <5 (supf|[a’b] - inff|[a’b]>



Tehat ha 8'-t kicsire valasztjuk, akkor ez az eltérés akarmilyen kicsi lehet. Ezt a tipusa
egyenl6tlenséget legfeljebb n-szer (azaz véges sokszor) kell biztositanunk, ezért biztosan elérhetd,
hogy elég finom beosztasok mindegyikére az F-tdl valo eltérés kisebb legyen, mint

e+n-§’ - (sup f‘[a, b] ~ inf f | [a, b])' Itt €' tetszlegesen kicsi tavolsag lehet, azn és a

(sup f ‘ [ab] inff [a b]) rogzitve vannak, a 6’ pedig szintén akarmilyen kicsi pozitiv tavolsag

lehet (az n értéke persze fliggott €'-t6l, de ez nem baj, mert a 8’ értékét utana szabadon valasztottuk

meg). [

DEFINICIO (0SZCILLACIOS OSSZEG): Adott beosztdshoz tartozo felsé és also kizelité 6sszeg
kiilonbséget az adott beosztashoz tartozo oszcillacios dsszegnek nevezziik.

A Darboux-tétel felhasznalasaval kozvetleniil adodik az alabbi tétel:

TETEL: Egy korlatos f:[a, b] — R fiiggvény pontosan akkor (Darboux-) integralhato, ha barmely

€ > 0 esetén van olyan § > 0, hogy az [a, b] barmilyen §-ndl finomabb beosztdsa esetén az
o0szCillacios bsszeg kisebb e-ndl.

TETEL (NEWTON-LEIBNIZ): Ha f: [a, b] — R korldtos fiiggvény integralhaté [a, bl-on és ugyanitt
primitiy fiiggvénye is létezik (mondjuk legyen egy primitiv fiiggvénye F(x)), akkor f-nek az [a, b]-on
vett integralja éppen F(b) — F(a).

Bizonyitas:

Legyen az [a, b] egy felosztasa a = x5 < x; < Xy <...< X, = b.
A Lagrange-kozépértéktételt alkalmazzuk minden kis intervallumon: minden nyilt (x;_q, x;)

) = F(x)—F(xi-1)
Xi=Xi_1

intervallumon van olyan y;, amire F'(y;

Felhasznalva, hogy F primitivfiiggvénye f-nek, és szorozva mindkét oldalt a részintervallum
hosszaval, kapjuk, hogy f(y;) - (x; — xi—1) = F(x;) — F(x;_1). Adjuk 0ssze ezeket az

egyenlOségeket minden lehetséges i-re:
n

D 00 Gi= i) = ) (FG) = FGn) =
i=1 i

i=1
=F(x1) — F(xo) + F(x2) — F(x1) + F(x3) — F(xp) + -+ F(x,) — F(xp—1) =
= F(xp) — F(xo) = F(b) — F(a)

A bal oldalon allo kifejezést alulrdl és feliilrdl becsiiljiik:

n

Z inf f |[xi_1’Xi] (X — Xi—q) < if(yi) (e —xi-1) < zsup f
i=1

=1

n

: [xi—1,x;] (% = Xio1)

=1



Mivel feltettiik, hogy f integralhato, ezért az als6 kozelité 6sszegek szuprémuma megegyezik a felsé
kozelité dsszegek infimumaval, ez a kdzos érték a renddrelv miatt F(b) — F(a), amit bizonyitani

kellett. ||}

Néhany megjegyzés a Newton-L eibniz-tételhez:
1. Ezatétel valamilyen kapcsolatot teremtett a hatarozott és a hatarozatlan integral kozott.

2. A tételben kiilon nem emeltiik ki, de igaz, hogy teljesen mindegy, melyik primitiv fliiggvényt
valasztjuk az integral kiszamitasahoz, hiszen (F(b) + ¢) — (F(a) + ¢) = F(b) — F(a).

A Kkor teriilete

Mar megvannak az eszkdzeink ahhoz, hogy a kor teriiletképletét felirjuk. Ha a V1 — x? fiiggvényt
integraljuk a [0,1] zart intervallumon, akkor megkapjuk az egységsugaru kor egynegyedének
teriiletét.

Felhasznalva az ezen fiiggvény primitiv fiiggvényére vonatkozdan korabban levezetett formulat,
valamint a Newton-Leibniz-tételt, az alabbit kapjuk:

1 1 . sin(2arcsinl) 1 . sin(2arcsin0 T T
fo V1 —x? =5 arcsinl +¥-5 arc sin 0 _¥:Z+O'O'O:Z'

Ez alapjan az egységsugart kor teriilete m-vel egyenld. Ebbol kapjuk, hogy az r sugaru kor teriilete

r2m-vel egyenld. Ez kdvetkezik a hasonlosagbol is, illetve ugy is kiszamolhato, hogy a Vr2 — x2
fliggvényt integraljuk a [0,r]-en (ugyantgy jarhatunk el, mint a fenti esetben, csak most pl. az
x=r-sint helyettesitést célszeri elvégezniink).

Gorbék ivhossza

Legyen adva egy gorbe, ami leirhat6 a koordinatarendszerben az f(x) fiiggvénnyel egy [a,b] zart
intervallumon. Probaljuk meghatarozni ezen gérbe ivhosszat. Ehhez osszuk fel az [a,b] zart
intervallumot véges sok osztoponttal, legyen egy ilyen felosztas

a=x9<x; <xp<.<Xx,=Dh.
Az ezen felosztashoz tartozo pontok a gérbén (xo, f (xo)), (xl, f (xl)), ey (xn, f (xn)).

frjuk fel annak a toréttvonalnak a hosszat, amit ezek a pontok a gorbén meghataroznak. Ez a
Pithagorasz-tétel miatt éppen

T J o — ) + (FCx0) — £ o)

Ez atalakithat6 ugy, hogy



Zﬁ:l\/(xk — xe-1)? + (f Cre) — f(xk—1))2 =

_ Z
= Yke=1(xk — Xp—1) - \/1 + (—f(xk) f(xk_l)) .

Xk—Xk-1
A Lagrange-kozépértéktétel miatt minden egyes [xj_1, X)] intervallumon létezik olyan y, pont,

f(xk) f(xk 1) f (y )

amelyre az teljestil, hogy P
k™ *k—

Az ilyen y, pontokkal tehat a torottvonal hossza, ami kozeliti a gorbe ivhosszat, éppen

Theer Co = 1) - ‘/1 + (o)™

Tegyiik fel azt, hogy f(x) differencialhato, tovabba azt is, hogy fl + (f '(x))2 integralhato [a,b]-
on.

AXYro( —xp_q) - /1 + (f’(yk))2 Osszeg biztosan /1 + (f’(x))z—nek az adott beosztashoz

tartozo also és felso (integralra vonatkozo) kozelitoosszege koze esik, ezért a beosztas

finomitasaval ennek 1étezik hatarértéke, ami sziikségképpen egyenld f ’1 + (f (x)) dx-szel.

Ezzel tehat kaptunk egy kész formulat gérbék ivhosszara vonatkozdan (amiknek néhany
tulajdonsagat differencialhatdsag és integralhatdsag tekintetében feltételeztiik).

A hatarozott integral tovabbi néhany tulajdonsaga, integralfiiggvények

TETEL: Az f:[a, b] = R monoton fiiggvény integralhato.

Bizonyitas:

Elég ezt abban az esetben bizonyitani, amikor a fliggvény monoton névekedd (csokkend esetben
ugyanugy bizonyithato).

A szokasos modon legyenek a = xy < x; < x, <...< X, = b osztépontok.

A fels6 kozelitd 6sszeg Yy f(x;) - (x; — x;_1), az also kozelité 6sszeg Yiieq f(i_1) - (; — xi_1),
hiszen monoton névekedo a fliggvény.

Az oszcillacios 5sszeg ¥y (F () — £(xim1)) - (i — xi1).
Ha a beosztés 6- nél finomabb, akkor

Z(f(xl) fi-0) G = x10) <Z(f(xl) fi) 6=
= 8- (£Gr) = F ) + F ) = F) + £065) = fCxa v +F i) = F ) =



=68 (f(xn) — f(x0)) =68 (f(b) — f(a)). Mivel § akarmilyen kicsi pozitiv tdvolsag lehet, ezért az
allitas adodik. [|j

Szeretnénk megmutatni, hogy a zart intervallumon folytonos fiiggvények integralhatok is ezen az
intervallumon. El6szor belatjuk az aldbbi segédtételt:

Segédtétel (Heine): Ha f: [a, b] — R folytonos, akkor barmely € > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy
minden olyan x, y € [a, b]-beli elemekre, melyek tavolsaga |x — y| < 8, az is teljesiil, hogy

If(x) = fI <e.

Bizonyitas (segédtétel): Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van olyan £ > 0, amihez nem
talalunk ,,j6” § > 0 szamot, azaz van olyan € > 0, hogy barmely § > 0 esetén talalunk olyan x,y €
[a, b] elemeket, melyekre |x —y| < § és|f(x) — f(y)| = e.

A § fusson végig az % sorozat elemein. Tehat barmely n-re van olyan x,,, y, € [a, b], hogy |x, —

Ynl <= &5 1f Ce) = fOm)l = .

A Bolzano-Weierstrass-tétel miatt (zart intervallumon vagyunk) az (x,,) sorozatnak van konvergens
részsorozata, legyen ez z,, - u € [a, b]. Az (y,) sorozatnak azok az elemei, amik a (z,,) sorozat
elemeihez tartoznak, ugyanugy ehhez az u-hoz tartanak, legyen y,, ez a részsorozata t,, — u. Ekkor a
feltétel miatt |f(z,) — f(t,,)| = & minden n-re, ugyanakkor a folytonossag miatt f(z,) — f(w),
f(ty) = f(w),azaz |f (z,) — f(t,)] = 0, ez ellentmondas. l

1. Megjegyzés: A Heine-tételt masképp ugy szoktak megfogalmazni, hogy zart intervallumon
folytonos fliggvény sziikségképpen egyenletesen folytonos. Azaz az egyenletes folytonossag a
kovetkezot jelenti: Az f fiiggvény egyenletesen folytonos az I intervallumon, ha minden € > 0 esetén
1étezik olyan § > 0, hogy barmely x,y € I-re, amelyek tavolsaga |x — y| < 8, az is teljestil, hogy
If() = fl <e.

2. Megjegyzés: Az egyenletes folytonossag erdsebb feltételt jelent, mint a folytonossag. Az egyenletes
folytonossagbdl mindig kovetkezik a folytonossag, de forditva ez nem feltétleniil igaz.

TETEL: Ha f:[a, b] = R folytonos, akkor integralhato is [a, b]-on.

Bizonyitas: A Heine-tétel miatt egy ilyen f fiiggvény egyenletesen folytonos is. Legyen € > 0. Ehhez
van olyan § > 0, hogy minden x, y € [a, b]-re, amik eleget tesznek |x — y| < § feltételnek, az is igaz,
hogy |f(x) = f(¥)| <e.

Vegyiik az [a, b] intervallum egy §-nal finomabb beosztasat (véges sok osztoponttal). Legyen ez most
a=xy<x; <X, <...<Xx, = b. EKkor minden Kis [x;_4, x;] részintervallumon teljesiil, hogy s,t €
[xi—1,x;]-re |f(s) — f(t)| < €. Ez alapjan adunk felsd becslést az oszcillacios Gsszegre. Az el6z6
miatt minden kis [x;_4, x;] intervallumon teljesiil, hogy

sup f [xi—q,x;] inf f [xi—1, %] < 2.

Az oszcillacids 6sszeg értéke igy legfeljebb 2¢ - Y1, (x; — x;_1) = 2e(b — a). Mivel az e-t
akarmilyen kicsire valaszthatjuk, az allitas adodik. l



Fontos észrevétel: Ha f fiiggvény integralhato [a, b]-on, akkor ennek minden részintervalluman is
integralhato.

Bizonyitas: (Lényegében renddrelvet hasznalunk.) Ha [a, b]-n vesziink egy osztopontsorozatot, akkor
tetszOleges ¢, d € [a, b]-re (ahol ¢ < d) az [a, b]-re vonatkozo teljes oszcillacios Gsszeg éppen az

[a, c]-re, [c, d]-re, illetve [c, b]-re vonatkozd oszcillacios Gsszegek Osszege (egy adott felosztas
mellett). Elég finomra valasztva a beosztast, az [a, b]-re vonatkoz6 oszcillacids Gsszeg kicsi lesz,
hiszen a feltétel szerint f integralhat6 az [a, b] intervallumon. Ekkor az [a, c], [c, d], [d, b]-re vett
oszcillacios osszegek még kisebbek, hiszen az oszcillacios sszeg értéke soha nem lehet negativ..

Az észrevétiinket felhasznalva bevezethet6 az integralfiiggvény fogalma:

DEFINICIO (INTEGRALFUGGVENYEK HALMAZA): Legyen f az [a, b]-n integralhato fiiggvény. Ekkor
minden x € [a, b]-re definialhaté az f;f(t)dt =:F(x), azaz F(x) az f integrdlja az [a, x]-en. Az
f (x) fiiggvény integralfiiggvényeinek halmaza dlljon az F(x)+c alaku fiiggvényekbdl, ahol ¢
valamilyen konstans.

1. Megjegyzés: Az integralfiiggvények az észrevételiink miatt voltak bevezethet6k.

2. Megjegyzés: F(a) = f; f(t)dt = 0.
Jelolés: f: f(y)dy azt jelenti, hogy az y valtozos f fiiggvényt integraljuk az [r, s]-on.

Miel6tt tovabbmegyiink, belatjuk az alabbi tételt:

Tétel:

(i) Hac € R, akkor c - f;f(x)dx = f;c - f(x)dx.
(ii) Ha f integralhaté [a, b]-on és a < ¢ < b, akkor [ f(x)dx + [ f(x)dx = [ f(x)dx.

Az (i) bizonyitasa:
A konvergencia szorzasra vonatkoz6 tulajdonsagaibol egyszertien kovetkezik.
Az (ii) bizonyitasa:

Ha az f fiiggvény integralhatd [a,b]-on, akkor tudjuk, hogy ennek barmely részintervalluman is
integralhato, azaz [a,c]-on, illetve [c,b]-on is. Vegyiik egy olyan beosztasat az [a,b]



intervallumnak, amiben ¢ nem osztopont. Ehhez a beosztashoz a ¢ pontot hozzaadva megkapjuk az
[a,c], illetve [c,b] intervallumok egy-egy felosztasanak egyesitését.

Elég lenne tehat annyit meggondolni, hogy mennyit valtozik az oszcillacios 6sszeg, ha a ¢ pontot
elhagyjuk.

A Darboux-tétel bizonyitasa soran mar lattuk, hogy egy osztopont elhagyasakor ez a valtozas

legfeljebb &' - (sup f —inff lesz, ahol 8'-nél finomabb a c-t61 kiilonbozd

[a,b] [a, b])
osztopontok stirtisége. Ebbol az allitas egybol kovetkezik, hiszen & értéke tetszélegesen
vélaszthato. [

Az imént bizonyitott tétel additivitasi része miatt az integralfiiggvény az alabbi moédon is
jellemezhetd:

Az integralfiiggvény definiciojanak atfogalmazasa: Legyen f az [a, b]-on integralhato
fiiggvény. Az ugyanitt értelmezett G fiiggvény pontosan akkor integralfiiggvénye f-nek, ha
tetszoleges a < c <d < b esetén G(d)-G(c) = fcdf(x)dx.

Bizonyitas:

Két iranyt kell vizsgalnunk. Ha G integralfiiggvénye f-nek, akkor felhasznalva az integral
intervallum szerinti additivitasat, azt kapjuk, hogy

G(d)-G(e)= [ fx)dx - [Sfx)dx = [ f(x)dx.

Most vizsgaljuk a masik iranyt. Legyen G(a) = c. Tekintsiik az F(x) = G(x)-c fliggvényt. Ekkor
a
persze F(a) = 0 = [ f(x)dx.
A feltétel szerint tetszbleges [a,b]-beli x-re
F(x)-F(a) = (G(x)-c) — (G(a)-c) = G(x) — G(a) = fax f(t)dt. Ezért G(x) valdban integralfiiggvénye f-

nek. ||}

Tobbszor is hasznos lehet az integral értékére vonatkozo alabbi becslés:

< J2 feoax

Tétel: Legyen f- [a,b]—R integralhato fiiggvény. Ekkor inf f |[a b= bma = sup f [a,b]

Bizonyitas:

TetszOleges a = xy < x; < x, <...< x,, = b beosztas esetén az alsé kozelitoosszeget alulrol
becsiiljiik, ha mindegyik téglalap magassagat kicseréljiik inf f | [a b]-re.
Hasonldan felsé becslést kapunk a fels6 kozelitéosszegre, ha mindegyik téglalap magassagat

egyszerien sup f [ -ra cseréljiik.

a,b]
Ebbdl formalisan az alabbit kapjuk:



(b —a) inff|[a’ b] =y, inff|[a' b’ (x; — x;_1) < als6 kozelitdosszeg < f; f(x)dx < felsé

. ot e n . AL - _ .
kozelitddsszeg < Y-, supf|[a, b] (x; —xi—)=(b—a) SUPf|[a’ b]

Leosztva az [a,b] intervallum hosszéval éppen a bizonyitando allitast kapjuk. l

Készen éllunk arra, hogy ismertessiik az integralfiiggvény néhany egyszert tulajdonsagat.

TETEL (AZ INTEGRALFUGGVENY TULAJDONSAGAI): Ha f (x) korlatos fiiggvény integralhato [a, b]-on,
es F(x) = f; f(t)dt, akkor az alabbiak érvényesek:

(i) A F(x) folytonos minden x € [a, b]-re.
(if) Minden olyan u € [a, b] pontban, ahol f folytonos, ott F differencidlhaté is és F’'(u) = f(u).

Az (i) bizonyitasa:

Legyen u € [a,b], és x, — u.
F(xy) — F(u) = faX“ f(t)dt — 0, mert f fliggvény korlatossaga miatt az itteni oszcillacios dsszeg is 0-

hoz tart, hiszen az oszcillacids 6sszeg < |x, — u| - 2K, ahol K > |f(x)| minden x € [a, b]-re.

A (ii) bizonyitasa:

Tudjuk, hogy az f folytonos az u € [a, b] pontban. Az alabbi kifejezést kell vizsgalnunk, ha x—u:

F(x) — F(u) _ [, f(®dt

X—u X—Uu
. . rq Ju DL . . .
Legyen tehat x, — u. Ekkor mar tudunk becslést “X— - re vonatkozaéan (ezt korabban belattuk):
.
: Ju" f(Ddt
<
inf f u és x, kozott =  xp-u T sup f u és x, Kkozott®

Az f fiiggvény u-beli folytonossaga miatt teljesiil, hogy x,, — u esetén

inf f

- f(u), illetve sup f - f(u).

u és x, kozott u és x,, kozott

A rendbrelv miatt innen lim ~Cn)—FW _ f(u), azaz F'(u) = f(u). |}

Xp—u  Xp—u



TETEL: Ha f(x) folytonos az I zart intervallumon, akkor itt van primitivfiiggvénye, és a
primitivfiiggvényei egybeesnek az ugyanezen az intervallumon definialt integralfiiggvényeivel.

Bizonyitas: Azt mar belattuk, hogy egy zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény ugyanott
integralhato is, sot a zart intervallum barmely részintervalluman integralhato. Ez tehat azt jelenti, hogy
ilyenkor lesz integralfiiggvénye az f(x)-nek az I intervallumon, azaz olyan G (x) fiiggvény, hogy
minden a, b € I-re f; f(x)dx = G(b) — G(a). Szintén lattuk mar, hogy folytonos fliggvény esetén
G’(x) = f(x), azaz G (x) primitiv fiiggvénye lesz a folytonos f fiiggvénynek.

Mivel az integralfiiggvények egymashoz képest konstanssal vannak eltolva (mint ahogy a
primitivfiiggvények), ezért a két halmaz biztosan egybeesik. l

Kettos integral, tobbszoros integralok

El6szor csak olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amik a sik pontjainak egy bizonyos részhalmazan
értelmezettek €s a felvett értékek halmaza valos szamokbol all. S6t, eloszor csak téglalap alaka
tartomanyon értelmezett ilyen tipust fiiggvényeket vizsgalunk. ! !

Vegyiink egy f korlatos fiiggvényt, ami értelmezve vanaza < x < b, a’ <y < b’ pontok altal
kifeszitett téglalap alakt tartomanyon.

Felosztjuk a téglalapot véges sok kis olyan téglalapra, melyeknek minden oldala parhuzamos
valamelyik tengellyel.

Legyenek a kis téglalapok teriiletei tq, ty, ..., t, (tehat 6sszesen n db téglalap van). A Darboux-
integralhoz hasonldo médon készitjiik el az also és fels6 kozelitd osszegeket. Az adott felosztashoz
tartozo also6 kozelitd 0sszeg

n

Z tinf f |az i — edik téglalapra nézve

i=1
a fels6 pedig

n

St

i=1

az i — edik téglalapra nézve

Felosztasoknak egy olyan sorozatat vessziik, ahol a kis téglalapok kdziil a maximalis atmérdju (atlojna)
atlojanak hossza a nullahoz tart.

Hasonloan az egyvaltozos esethez az also kozelité dsszegeknek lesz egy szuprémuma, ami az also
integral, és a fels6 kozelitd Osszegeknek lesz egy infimuma, ami a fels6 integral.

Ugyanugy, mint az egyvaltozos esetben is lattuk, ha az alsé és a fels6 integral értéke megegyezik,
akkor a fiiggvény téglalapon vett integralja ez a kdzos érték.



Megjegyzendo, hogy az egyvaltozos esethez hasonldan itt is igaz lesz, hogy amennyiben siiritjiik a
beosztast (tehat a felosztasban szereplo téglalapokat darabolunk tovabb), akkor az als6 kozelitdosszeg
nem csokken, a fels6 pedig nem ndvekszik. Ezt hasonloan bizonyithatjuk, mint ahogy ott lattuk.

Most tesziink ezzel kapcsolatban egy egyszert észrevételt. Legyen adott egy téglalap, ami szerint
integralunk. Tekintsiik most ezen téglalap egy tetszdleges, kisebb téglalapokra valo6 felosztasat. Ezt a
felosztast bovitsiik tigy, hogy a felbontasbeli téglalapok vizszintes és fliggdleges oldalegyeneseit is
meghosszabbitjuk, és térjiink at a kapott konfiguracio szerinti felosztasra. Ezaltal egy specialisabb
tipusu felosztast nyeriink, amiben vizszintes ¢€s fiiggéleges egyenesek metszéspontjai hatarozzak meg a
téglalapokat, de az el6z6 észrevétel miatt az ilyen specialisabb felosztasokhoz tartozo also, illetve felsd
kozelitdosszegeket is elég vizsgalnunk az integralhatdsag szempontjabol.

A kettos integrdl kiterjesztése egyszeresen osszefiiggo tartomdnyokra (,pacnikra®):

Egy ilyen tartomanyt korbevesziink egy téglalappal. Ha az f kétvaltozods fiiggvény értelmezve volt a
pacnin, akkor elkészitjiik a téglalapon értelmezett F fiiggvényt az alabbi mdédon:

F(x,y) = f(x,y), ha (x,y) pont rajta van a pacnin, és 0 egyébként.
Ekkor az F fiiggvény téglalapon vett integralja éppen az f fiiggvény pacnin vett integralja.

Jelolés: ha w sikbeli egyszeresen Osszefiiggd tartomany (,,pacni”), és f egy kétvaltozos, valods értékil,

w-on integralhato fiiggvény, akkor az adott tartoményon vett integralt | fw f(x,y) jeloli.
Bizonyitas nélkiil kozoljik az alabbi tételt:

TETEL: Ha D téglalap alaku tartomdny, f: D — R folytonos, kivéve esetleg olyan helyeket, amik
lefedhetSk véges sok folytonos gérbével, akkor f integralhato D-n.

Szukcessziv integralas

Csak bizonyos alakl tartomanyokon miikodé modszer, az a 1ényege, hogy egyvaltozos integralasokra
vezetjiik vissza a kettOs (vagy akar a tobbszords) integralokat.

TETEL: Tegyiik fel, hogy D olyan téglalap alaku tartomdny, ahol f: D — R integralhato.

A D téglalap legyenaz a < x < b, a’ <y < b’ pontok dltal meghatdrozva. Tegyiik fel, hogy barmely
rogzitett x-re az f (x,y) az y-tol fiiggé egyvaltozos fiiggvény is integralhato.

Ekkor:
1. F(x) = [ f(x,y) dy integrdlhaté [a, b]-on.

2. ff, feoy) = [ (12 Feey) dy) dx
Példa:

flx,y) =x%y



2/ 4
J| ren=] (f nyd;v>dx
D 1 \J2
2 274 2 2 312 3 3
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f xz[y—] dx==f <x2-<———)>dx==f 6x2dx=6-[—] ==6-<———>=6-—
. 2| . 2 2 . 31, 33 3

=14
Bizonyitas:

Legyen az [a, b] egy felosztasaa = x5 < x; <...< x,, = b, és legyen [a’,b'] egy felosztasa a’ = y, <
V1 <.<ym =D

Ezekkel a osztopontokkal a nagy téglalapot kis téglalapokra bontottuk, legyenek ezek a téglalapok a
D;;j téglalapok (tehat D;; az i-edik sor j-edik téglalapja). Tudjuk, hogy az integralhatosag
szempontjabol elég csak az ilyen specialis tipusu felbontasokat vizsgalnunk (Isd. az ehhez kapcsolodo
korabbi megjegyzésiinket).

Legyen x;_; < ¢; < x;, azaz minden egyes [x;_4, x;] intervallumon vegyiink fel egy belsé ¢; pontot.
A Dy;j kis téglalapon az f infimuma legyen m;;, szuprémuma pedig M;;.

Az integralokra vonatkozo korabbi egyszeri becslésiink alapjan tudjuk azt, hogy
mi;(yj — yj-1) < fjf;j_lf(%,J’) dy < M;;(y; — yj-1)-

Az integral intervallumonkénti additivitasa miatt az is vilagos, hogy

7
( fleuy) dy)

Yj-1

bt m
Flo)=| flopy)dy= Z
al Ji

=1
Ezek alapjan kapjuk, hogy Y72, my;(y; — yj—1) <F()) < X7y M (v — yj-1)
A kapott egyenlétlenséget felszorozzuk (x; — x;_1)-gyel, majd i szerint is 6sszegziink:
Y 2T myi (v — yj—1) (g — x-1) <X Fe) (6 — x-1) <
<Py 2T My (v — vi—1) (i — xim0).

Figyeljiik meg, hogy itt a Y,i-; F(¢;) (x; — x;_1) egy integralkozelitd dsszeg (éppen az F(x)
integraljat kozeliti az [a,b] intervallumon), a két sz¢€Is6 kifejezés pedig az ffD f (x,y) integral also,

illetve felso kozelitd dsszege. Mivel az utdbbi integral a feltételek szerint 1étezik, ezért az allitas
adodik. J|j

A szukcessziv integralds egy altaldnositasa: in. normaltartomanyokon integralunk. Egy
normaltartomanyt két y-tengellyel parhuzamos egyenes és olyan 1, (x) és ¥, (x) folytonos gorbék
hataroznak meg, melyekre 1, (x) < 1, (x) a megfeleld x-ek mellett (nyilvan tengelycserénél csak a
valtozok szerepe cserélodik).




Legyen w a kiszemelt normaltartomany, f: w — R fiiggvény, ami integralhatd w-on. Foglaljuk bele w-t
egy D téglalapba. Legyen F az f fliggvény olyan kiterjesztése, hogy

F(x,y) = f(x,y), ha (x,y) pont rajta van a pacnin, és 0 egyébként.

Ha F integralhat6 D-n, akkor megfeleld feltételek mellett szukcesszivan is integralhato.

ﬂ;, f=ﬁ;) F=ﬂ;) F=LS<LI:IF(x,y)dy>dx=Lb<f:j:)f(x,y)dy>dx

Megjegyzés: Ugyanezek hasonloan megfogalmazhatok harmas integralokra, sot tobbszords
integralokra (a felvett értékek valosak).

Alkalmazas:
1. Ha az f fiiggvény az azonosan 1 fiiggvény (identités), akkor a D lemezen ], , [aterilet,aV
testre nézve [[f, f aV térfogata.
2. Vékony H lemez tsmege: m = [[,. p(x,y), ahol p a siirtiséget jeldli.
3. Test tomege (V atest): m = [ff p(x,y,2)

4. Vékony H lemez sulypontjanak koordinatai: s, = Dy xZ(x'y) ,Sy = Dy yrl:(x'y).

Ugyanigy a test sulypontja.

Vonalintegral

Olyan gorbe mentén fogunk integralni, amelynek van véges ivhossza (un. rektifikalhaté gorbe). A
gorbék, amik mentén az integralas torténik, valamilyen folytonos térgdrbék lesznek.

A fuggvények, amiket ilyen térgérbék mentén integralni szeretnénk, un. vektormezék lesznek, azaz
olyan fiiggvények, amelyek R3 egy bizonyos részhalmazan értelmezettek és értékkészletiik is R3-beli
pontokbdl all.

A vektormezok egy specialis részhalmazat alkotjak az Uin. skaldrmezék, ezek olyan fiiggvények,
melyek értelmezési tartomanya szintén R> egy részhalmaza, de az értékkészlet valos szamokbol 4ll.

A térgorbéket altalaban konkrét feladatoknal paraméteres alakban adjuk meg, azaz egy valtozo
fiiggvényeként (valamikor nem elég egy). Emellett a térgdrbéknek kell adnunk egy iranyitast is (nem
mindegy, hogy melyik a kezddpont, és melyik a végpont).

Pl. egy egységnyi sugara korben egy negyed korivnek egy paramétezése lehet [cos t, sin t, 0], ahol t €
T
L

Definicio (vonalintegral): Legyen G € R3 és v: G - R3 vektormezd. Tovabba legyen C egy olyan
gorbe, ami G-ben rektifikalhato, és legyen ennek a gorbének egy paraméterezése r: [a, b] = G, ami
szigoruan monoton modon ugyanolyan bejarasi iranyban paraméterez (itt a és b valos szamok).
Vegyiik az [a, b] egy felosztasat a szokasos modon, a =ty < t; <t, <...<t, =b.

Az r(t;_q) és r(t;) kozott vegyiink fel minden i-re eqgy c; pontot. A kozelits dsszeg legyen



k= Zg (c)- (E(ti) - T(ti—l))
i=1

i

Ha a beosztas finomitdsaval kapott k kozelitéosszegeknek van egy hatdrértéke, akkor az lesz a
vonalintegral (gorbe menti integral) értéke.

Specialisan, ha a térgorbe, ami mentén integralunk, olyan, hogy a kezdopont egybeesik a végponttal,
akkor korintegralrol beszéliink.

Jelolés:

A vonalintegral néhany tulajdonsaga:

1. A gorbe iranyitasat megcserélve az integral értéke az ellentettjére valtozik.
2. Ha két azonos iranyitdsu gorbét 6sszeragasztunk, akkor a megfeleld integralokat 6sszeadva
kapjuk az ezen gorbék unidja mentén vett integralt.

A korintegral értéke nem mindig nulla, de sokszor az.

A vonalintegral konkrét kiszamolasa az alabbi modon torténhet:

b
| vir=[ (o) @

a

ahol 7(t) az r(t) gradiense, ami azt jelenti, hogy koordinatanként derivalunk.

Komplex szamok

A valos szamtestet fogjuk bdviteni. Vannak ugyanis olyan valds egyiitthatos polinomok, amiknek nem
létezik valos gydke. Ilyen pl. a p(x) = x2 + 1.
Altaldnosabban tehét a probléma polinomok gyokeinek (zérushelyeinek) keresése.

Ismétlésképpen alljon itt, hogy mit értiink polinom alatt:

DEFINICIO (POLINOM): A p(2) = ag + a1z + ayz%+...+a,z" kifejezés a z vdltozé egy polinomja
(ahol az ai-k rogzitett szamok, a z pedig a vailtozo).

Az altalanos megoldashoz vezetd ut az, hogy bévitjiik a valos szamtestet. E10szor bevezetjiik az Gn. i
szamot, amire az teljesiil, hogy i? = —1. Ezaltal készen allunk arra, hogy értelmezziik a komplex
szamok halmazast.

DEFINICIO (KOMPLEX SZAMOK HALMAZA): Az (a + bi) alaku szamok, ahol a és b valos szamokat
jeldlnek, alkotjak a komplex szamok halmazat.



Azt kijelentettiik, hogy a komplex szamok halmaza testet alkot, de le kell ellendrizni, hogy tényleg
teljesiilnek-e a testaxiomak.

Az 6sszeadas persze komponensenként (pontosabban koordinatanként) torténik:
(a+bi))+(c+di)=a+c+ (b+d)i
Az 6sszeadas alabbi négy tulajdonsagat konnyi ellendrizni:

Osszeadas tulajdonsdgai:
1. kommutativitas (oroklédik a valos szamok testébol)
2. asszociativ (6roklédik a valos szamok testébol)
3. leétezik nullelem (ami a hagyomanyos 0)
4. létezik mindenkinek ellentettje: —(ai + bi) = —ai — bi

A szorzast is értelemszertien terjesztjiik ki (a kiemelési szabalyt megtartjuk):

(a + bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi? = (ac — bd) + (bc + ad)i

A szorzasnak meglesznek az alabbi tulajdonsagai:

Szorzas tulajdonsdgai:
1. kommutativ
2. asszociativ
3. egységelem: a hagyomanyos 1
4. minden nullatdl kiilonbozdo elemnek van reciproka.

A negyediket fogjuk csak leellendrizni, a tobbi trivialis. Legyenek a és b olyan valds szdmok, hogy
nem mindkettejikk nulla. Ez azzal ekvivalens, hogy a négyzetosszegiik pozitiv. Végezziik el az alabbi
gyoktelenitést:
1 a — bi _a—bi a—-bi  a b ]
a+bi (a+bi)(a—Dbi) a?—(bi)2 a?2+b? a2+4+b? a?+b? '

Mivel itt a%+b?> 0, ezért biztosan lehet vele osztani.

Kovetkezményként kijelenthetjiik, hogy a komplex szamok halmaza valoban egy test, ami tartalmazza
a valds szamtestet.

Az (a+bi) alakot algebrai alaknak nevezziik. Az algebrai alakban az ”a” az tn. valos rész, a “b” pedig
a képzetes rész.

A z=a+bi komplex szam un. konjugaltja a z = a—bi szam. A szorzas 4. tulajdonsaganal mar lattuk,

hogy z-Z = a? + b?. Konnyen ellendrizhetd tovabba, hogy tetszdleges v és w komplex szamok
esetén

v, v+w=v+w,valamintv-w=7v-w.

<l

Komplex szamok trigonometrikus és exponencialis alakja



A komplex szadmokat persze kétdimenzids vektorként is felfoghatjuk (azért, mert a és b egymastol
fiiggetleniil megvalasztott valos szamok). Az a+bi komplex szdmnak feleljen meg az origobol az (a,b)-
be mutatd helyvektor.

A vektorainkat most jellemezziik a hosszisaguk (abszolutértékiik) és a valos (azaz az x-tengellyel)
bezart szogiik szerint.

A hosszlisag a Pithagorasz-tétel miatt r = vVa? + b?. Legyen ¢ irdnyitott sz6g, amit a szokdsos modon
mériink (az x-tengely jobb félegyenesébdl kiindulva). Ekkor az alabbiak teljesiilnek:

— = cos@
b

- = sing
a=r-cosQ
b=r-sing

A fentiekbdl tehat

a+bi=r-cosp+i-r-sing,azaz
a+bi =r-(cosp +i-sing), és ez lesz a komplex szamok trigonometrikus alakja.

A trigonometrikus alak elénye, hogy szorzaskor kényelmes vele szdmolni. Felhasznalva az addicids
tételeket, az alabbit nyerjiik:

ri(cos@, + i sing,) 1ry(cosp, +i-sing,) =
=nny[(cosp, - cosp, — sing, * sing,) + i * (singp,cos@, + sing, - cosp,)] =

=nr [C05(<P1 + @) +i- (sin(tpl + §02))]-

Ebbdl az kdvetkezik, hogy a szorzasnal a hossziisagokat 6sszeszorozzuk, a szogeket pedig dsszeadjuk.
Pl. 2017(cos60° + i - sin60°) - 2(cos34° + i - sin34°) = 4034(c0s94° + i - sin94°)
100-(c0s147°+i-sin147°)

Ezért persze az osztas is konnyti, pl. (cosoztismoz) = 25+ (cos55° + i - sin55°)

Ezt az egészet lehet még egyszeriibben irni oly médon, hogy hatvanyokat vezetiink be (ez vezet el az
exponencialis alakban torténd felirashoz).

DEFINICIO: e'? = cosg + i - sing, ahol ¢ tetszéleges valos szam.

Az exponencialis alak ez alapjan tehat 7 - €', ahol r a hosszisag (abszolutérték), ¢ pedig a megfeleld
sz0g, radianban kifejezve. Fontos megjegyezniink, hogy ezt egyeldre elfogadjuk definicioként, késobb
azonban ki fog deriilni, hogy csakis igy lehet értelmesen definialni.



Most nézziik meg, hogyan vonhatunk n-edik gydkot nullatol kiillonbdzé komplex szamokbol. Ehhez
meg kell oldanunk a

z" =r-(cose + i - sing) egyenletet, ahol r, ¢, n adott, és z az ismeretlen.

Ha z = h(cosw + i - sinw), akkor z™ = h™ - [cos(n - w) + i - sin(n- w)] = r - (cos@ + i - sing).
Ez alapjan h™ = r, ezért h = Y/ (a valds n-edik gyok), valamint n - w = ¢ + k - 2, ahol k egész.
Innen w = % + S - 2m, és itt a k értékét n-féleképp valaszthatjuk meg, ilyenkor mindig kiilonbozd

megoldéasokat kapva.

Tehat minden nullatol kiilonbdzé komplex szamnak pontosan n db kiilonb6z6 n-edik gyoke van.
Hatarérték és folytonossag a komplex szamsikon

A komplex szamokat (mivel mindegyikiikk egyértelmiien megfeleltethetd egy rendezett valos
szamparnak) megfeleltethetjiik a sik pontjainak, ily médon kapva a komplex szamsikot.

A komplex szamsikra természetes modon Kiterjeszthetjiik a tavolsag és a kornyezet fogalmat (a
kornyezet egy olyan korlemez lesz, aminek a keriilete mar nem eleme a halmaznak, ezt masképp nyilt
korlemeznek szokas nevezni).

Mivel a tavolsag és a kdrnyezet fogalma atvihetdé a komplex szdmokra, ezért a hatarérték, illetve a
folytonossag, valamint a derivalhatosag is ugyanugy értelmezhetd, mint a valds esetben, ezért ezeket
itt kiilon nem is részletezziik. S6t a hatarértékre és folytonossigra vonatkozo alapvetd tételek is
érvényben maradnak (a differencialhatdsagnal lesznek 0j dolgok, de err6l majd késobb lesz sz0).

Az abszolutérték-fiiggvénnyel nem foglalkoztunk folytonossag szempontjabol a valos
fliggvényektargyalasa soran. Itt példaként megmutatjuk, hogy ezek mint komplex fiiggvények is
folytonosak (azért, mert erre késobb tgyis sziikségiink lesz). Tekintsiik tehat a komplex szamok
halmazan értelmezett p(z)=|z| fliggvényt. Legyen c=a+tbi tetszéleges komplex szam algebrai alakban
felirva, valamint legyen (c,,) olyan komplex szamsorozat, ami c-hez konvergal. irjuk fel a sorozat
elemeit algebrai alakban, legyen minden n-re ¢, = a,,+b,i. Ekkor tehat az (a, + b, - i) komplex

szamsorozat konvergél (a + b - i)-hez, vagyis a tavolsaguk, azaz \/(a — a,)? + (b — b,,)? konvergal
nullahoz. Ekkor a konvergens sorozatokrdl tanultak alapjan (a — a,)? + (b — b,)? is konvergil
nullahoz. Mivel itt valos értékekr6l van szo, ezért ez csak ugy lehetséges, hogy az (a — a,) és a
(b — b,,) sorozatok egyarant nullahoz konvergalnak, azaz a, —a, b, —b. Ebbdl a konvergens

sorozatokrdl tanultak alapjan kovetkezik, hogy a < /anz + bn2> sorozat konvergal vVa? + b?-hez, ami

ugyanazt jelenti, hogy |c,,| — |c|, és ezt akartuk belatni.

Kényelmi okokbdl kimondjuk a hatarértékre vonatkoz6 Cauchy-féle kritériumot, és belatjuk, hogy ez
ekvivalens a konvergenciarol belatott eddigi harom definicidval.



Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium): A komplex (c,,) szamsorozat pontosan akkor konvergens,
ha barmely d pozitiv tavolsag esetén létezik olyan k kiiszobindex, hogy barmely k-nal nagyobb m és n
indexek esetén |c,, — ¢, | < d teljesiil.

Bizonyitas:

Két iranyt kell bizonyitanunk. El6szor is azt latjuk be, hogy amennyiben a (c,,) komplex szamsorozat
konvergens, akkor teljesiti a Cauchy-féle konvergenciakritériumot. Amennyiben ugyanis a
szamsorozat konvergens, akkor egyetlen komplex torlodasi pontja van, legyen ez t. Tudjuk, hogy
barmely pozitiv d tavolsag esetén létezik olyan k kiiszobindex, hogy barmely k-nal nagyobb index

, d . . .
esetén |t — cg| < 7 Ekkor persze tetszéleges k < m, n indexekre fennall, hogy

d . d
|t — ciml <% illetve |t — ¢, | <

da
2

. ; . . s d
A haromszog egyenl6tlenség alapjan |c, — ¢ = lcp —t +t — | <lcp —t] + |t —cpl < T3 = d,

azaz a konvergencia maga utan vonja a Cauchy-féle kritériumot.

Most a masik iranyt latjuk be, azaz azt, hogy a Cauchy-féle kritérium teljesiilése esetén a sorozat
biztosan konvergens. Tegyiik fel tehat, hogy a (c,) komplex szamsorozat eleget tesz a Cauchy-
kritérium feltételeinek. A konvergenciat indirekt modon bizonyitjuk. Tegylik fel el6szor indirekt, hogy
ennek a sorozatnak két kiillonb6z6 komplex torlodasi pontja is van, legyenek ezek t; és t,. Legyen d

% . Ekkor

persze ehhez a d-hez is talalunk olyan k kiiszobindexet, hogy minden k-nal nagyobb m és n indexre

olyan pozitiv tdvolsag, ami kisebb, mint t; és t, tavolsaganak az egyharmada, azaz d <

|cn — cm| < d. Mivel t; és t, is torlodasi pontok, ezért m és n értéke megvalaszthato ugy, hogy

lcp, —t1] < d és |c, —ty| < d egyszerre teljesiiljenek. Ekkor atalakitasokat végezve, valamint
hasznalva a haromszog-egyenlotlenséget, kapjuk, hogy

|t1 - t2|=|tl —Cp t e~z t Cn_cmlfltl_cnl"'lcm_tzl"'|Cn_cm|<d+d+d<

t1—t,

<3

=|t; — t,|, ami nyilvanvaldan ellentmondas.

Most mar csak annyit kell igazolnunk, hogy a sorozat korlatos is. Ehhez tekintsiik a feltételt a d=1
valasztas mellett. Az elemek koziil véges sok egy egységnyi sugara koron kiviil, mig az 6sszes tobbi
mind ezen egységsugaru koron beliil helyezkedik el, ezért a sorozat biztosan korlatos.

Tehat a masik irdnyban belattuk, hogy a sorozat korlatos, valamint egyetlen torlodasi pontja van, igy
tehat biztosan konvergens. ||

Az algebra alaptétele

Ami nekiink itt fontos lesz, az az, hogy Weierstrass szélsoértékekre vonatkozo tétele is érvényben
marad abban az értelemben, hogy ha egy zart korlemezen (tehat ami a keriileti pontokat is



tartalmazza) értelmeziink egy valos értékii komplex fliggvényt, ami folytonos is, akkor ennek a
fiiggvénynek a zart korlemezen biztosan van legkisebb és legnagyobb értéke. Ezt ugyanugy lehet
bizonyitani, mint ahogy a valos esetben megtettiik. A 1ényeg az, hogy a zart korlemezen barmely olyan
pontsorozat, ami eleget tesz a Cauchy-féle konvergenciakritériumnak, a koérlemez valamelyik
pontjdhoz konvergal (ez igazabol a zartsag altaldnos megfogalmazasa).

Ezen észrevétel alapjan tudjuk bizonyitani a matematika egyik alapvetd eredményét, az algebra
alaptételét, ami komplex egyiitthatos polinomokrél mond ki szép és altalanos eredményt.

AZ ALGEBRA ALAPTETELE: Tetszéleges, legalabb elsdfokii komplex egyiitthatos polinomnak létezik
komplex gydke.

Bizonyitas:

Legyen p(2)=c, -z + ¢y - z" 1+... +cyz + ¢y komplex egyiitthatdés polinom, aminek foka n>1
(azaz itt c,70).

Vegyiik elészor észre, hogy | I11r£L1 |[p(2)| = +oo (tehat nagy abszolutértékii komplex szamokat
Z|—>+00
behelyettesitve az eredmény abszolutértéke is nagy). Ez abbdl kovetkezik, hogy

Co

Cp zZ+ ey Z" M ozt ¢y = Z“-(cn 4oy 4

- <o), ahol |z| - +oo esetén a zérdjelbeli

kifejezés hatarértéke c,, (amirdl feltettiik, hogy nem nulla, hiszen a polinom n-edfok).

Legyen m a |p(z)| értékkészletének egy eleme (nyilvan m valos, és legalabb nullaval egyenld). A fenti
hatarértéktulajdonsag miatt van olyan R sugart, nulla kézépponta koér, amin kivill |p(z)| mindig
nagyobb m-nél.

A szbdban forgé R sugaru korlemez zart és korlatos, |p(z)| pedig egy folytonos, valos értékii, komplex
valtozos fliggvény ezen zart korlemezen értelmezve, ezért [p(z)|-nek a kdrlemezen van minimuma.
Legyen ez egy zo komplex pontban.

Ebben az zo-ban a |p(z)|-nek globalis minimuma van, hiszen az R sugart kérlemezen kiviil csak m-nél
nagyobb értékeket vesz fel, az R sugart zart korlemezen pedig van legkisebb értéke, ami persze nem
lehet m-nél nagyobb (ugyanis az m-et itt fel is veszi értékként).

Be fogjuk latni azt, hogy sziikségképpen |p(zo)|=0, ami ugyanazt jelenti, hogy p(z0)=0, azaz zo egy
zérushely (ne feledjiik, hogy legalabb egy zérushely létezésének bizonyitasa a célunk).

Tegyiik fel indirekt, hogy ez mégsem feltétlentil igaz, azaz tegyiik fel, hogy |p(zo)|>0.

A konnyebb szamolas kedvéért az eredeti polinom helyett vessziik a g(z) = % polinomot.
0

Az 0j polinomra g(0)=1 teljesiil (azaz a konstans tagja 1), valamint g(z) szintén n-edfokq, és raadasul
0 a |g(z)|-nek globalis minimumbhelye.

Legyen k az a pozitiv egész, melyre g(z) = 1 + ay - zK + ayy - 251 +...a,, - 2" teljesiil.



Uj véltozot vezetiink be a z helyett, legyen ez mondjuk t. Ezt formalisan ugy csinaljuk, hogy a z

valtozot kicseréljik k\/;:: - t-re, ahol valamelyik komplex k-adik gyokkel szoroztunk.

Ezaltal az ujabb komplex polinom tigy néz ki, hogy h(t)= 1 — t¥ + byyq - tK* 1+, +b, - 7.

A |h(t)| fiiggvény globalis minimumértéke 1, hiszen h(t) értékkészlete ugyanaz, mint a g(z) polinomé.
Legyen most t valds, pozitiv, és ,kicsi” (tehat tartsunk vele jobbrol a nullahoz).

Ekkor persze |1 — t*| = 1 — t* < 1, ugyanakkor

[biyq -t 4 by - t7] = tK |byyq ti+.+by 77K <tk amennyiben a t értékét elég kicsinek
valasztjuk.

Ilyen t szamokra a haromszog-egyenlGtlenség értelmében
h(®)[= |1 = t% 4 byyq - 5+ 4by, - t7 < |1 — tK] + [byyq - < 1+.b, - t7<
<|1—t¥| +t¥ =1, ami ellentmond annak, hogy a |h(t)| fiiggvénynek a globalis minimumértéke 1.

Tehat zo zérushelye a p(z)-nek, és ezt akartuk belatni. l

Bézout tétele ugyanigy érvényben marad komplex egyiitthatos polinomokra is. Ezt nem kell
kiilon bizonyitanunk, hiszen a komplex szamok a valés szamokhoz hasonléan szintén testet alkotnak,
tehat a bizonyitas szo szerint ugyaniigy mitkodik komplex egyiitthatés polinomokra is. fgy tehat az
algebra alaptételének kozvetlen kdovetkezménye, hogy minden legalabb elsé6foku komplex
egyiitthatés polinom eléallithaté annyi els6foki komplex egyiitthatés polinom szorzataként,
amennyi a foka.

S6t az is igaz lesz, hogy tetszdleges, legalabb els6foku komplex egyiitthatos polinomnak annyi
komplex zérushelye van, amennyi a foka (itt a zérushelyeket multiplicitassal kell szamolni).

Végtelen sorok

Szeretnénk tisztazni, hogy miként lehetne értelmezni egy végtelen sok tagu dsszeget. Egészen
pontosan az a kérdés, hogy hogyan kellene érteniink azt, amikor egy sorozat elemeit szeretnénk
osszeadni. Legyen adva egy (c,,) komplex szamokbdl all6 sorozat. Készitsiik el ennek a sorozatnak az
un. részletosszeg sorozatat, azaz azt az (s,) komplex szamsorozatot, aminek k-adik elemét ugy
kapjuk, hogy a (c,,) sorozat elsé k db elemét 6sszeadjuk. Tehat s; = ¢y, S, =¢; + ¢, 53 =¢1 + ¢, +
c3, €s altalanosan s, = ¢; + cy+... +¢.

A részletdsszeg-sorozat konvergenciaja fogja meghatarozni, hogy a ¢; + ¢, + c3+. .. végtelen sok tagl
Osszeget értelmezziik-e, és amennyiben igen, akkor miképpen értelmezziik.

DEFINIcIO: Azt mondjuk, hogy a (c,,) komplex szamsorozatbdl készitett c; + ¢, + c3+... végtelen sok
tagu dsszeg (végtelen sor) konvergens, ha a (cy,) sorozatbdl elkészitett (sy,) részletosszegsorozat is



konvergens. Ha az (s,,) részletosszeg-sorozat konvergens, és hatarértéke az s komplex szam, akkor a
végtelen sor osszegét s-nek tekintjiik. Ha az (sy) sorozat divergens, akkor a végtelen sort is
divergensnek tekintjiik és altalaban nem rendeliink hozza értéket (kivéve esetleg (4+0)-t vagy (—oo)-t).

Példak:
1.
1 1 1 1

1-2+2-3+3-4+4-5+

Itt az 6sszeadando tagok altalanosan az alabbi modon irhatok at:

1 _x+D-x  x+1 X 1 1
x(x+1)  x(x+1)  x(x+1) x(x+1) x x+1

Tehat altalaban a k-adik részletdsszeg

1,1 1 11 1 , .
Sg=1—=+---+..+>--—=1-— Eztart 1-hez, tehat a sor dsszege 1.
2 2 3 k k+1 k+1

Megjegyzés: az olyan tipusu dsszegeket, ahol a tagok a fent latott modon néhany kivételtdl eltekintve
kiesnek, teleszkopikusnak nevezziik (és persze vannak ilyen szorzatok is).

2. Harmonikus sor:
1+1+1+1+1+
2 3 4 5

Végezziik el az alabbi csoportositasokat az sszegben (az dsszeadandd tagok szama zardjelrol
zardjelre a duplajara valtozik):

1+<1+1)+<1+1+1+1>+(1+1+ +1) (1+1+ +1)
23 "\4'5"6 7/ "\8 9 15/ " \16 31

1
—— ﬁ 2"-— ezért vilagos, hogy

Mivel a k-adik zarojelben az Osszeg —x + m + 2+7 +....+

a

harmonikus sor 0sszege plusz végtelennel egyenld.

3. A primek reciprokésszege:



R L
2357 11 13

Késobb belatjuk, hogy a primek reciprokdsszege is egyenld plusz végtelennel (ebbdl leolvashato, hogy
a primek viszonylag stirtin helyezkednek el a természetes szamok kdzott).

4. A négyzetszamok reciprokosszege:

p4opip Ly
479 16 25 36

2
Késobb belatjuk, hogy a négyzetszamok reciprokdsszege %.

5. A faktorialisok reciprokosszege:

1 1 1
I+—+—+—+..,
1 2! 3!

Késobb kidertil, hogy a faktorialisok reciprokdsszege az Euler-szammal egyenld.

Mértani sorok és alkalmazasaik

A végtelen sorok specialis osztalyat alkotjak azok, melyeket (végtelen hossz(l) mértani sorozatok
elemeibdl készitiink. Ezeket mértani soroknak nevezziik. Itt az elemek persze tetszéleges, komplex
elemil mértani sorozat elemei lehetnek.

Egy mértani sor tehat ataq+aq®+aq>+...
alaku, ahol ,,a” a kiindulé mértani sorozat (komplex) kezdéeleme, és q a (komplex) kvociens.

Vizsgaljuk meg, hogy mikor konvergens egy ilyen sor, és ha konvergens, akkor hatarozzuk is meg az
Osszeget.

A részletosszeg-sorozat k-adik eleme, azaz a sor els6 k db elemének Gsszege

s = a+ag+aq?+...+aq<', aminek értéke a korabban megismert 6sszegformula szerint

Ha g=1, akkor a fenti tort nincs értelmezve, de ebben az esetben konnyen meggy6zddhetiink rola,
hogy a sor ilyenkor csak ugy lesz konvergens, ha a=0. Ha a#0 és q=1, akkor a sor divergens, mivel
minden eleme egyenld, és nullatdl kiillonbozo.



k_q

. 1-g% .. .
Amennyiben q#1, a#0, akkor az s;, = a-C;Tl = a-ﬁ tort értelmezve van. Amennyiben k tart a plusz

végtelenbe és |q>1, akkor |1 — qX| is tart a plusz végtelenbe, ezért ilyenkor a sor divergens.

Ha k tart a plusz végtelenbe és |q|<1, akkor (1 - qk) a nullahoz konvergal, azaz (s;) sorozat

konvergal az ﬁ szamhoz. Tehat |q|<1 esetben azt kapjuk, hogy a mértani sor konvergens, és az

. a
0SSz€ge —.
ge

Nézziink meg néhany problémat és alkalmazast, amik a mértani sorokkal kapcsolatosak:

1. Zénon ,,paradoxonja” Akhilleuszrol és a tekndsbékarol

Egy nagyon hosszil, egyenes palyan versenyzik egymassal Akhilleusz és a teknés. Mindketten
egyenletes sebességgel haladnak eldre, ugyanabba az irdnyba. Mivel Akhilleusz tizszer olyan
gyors, mint a teknds, ezért gy dont, hogy nagyvonalu lesz: ad a tekndsnek szaz labnyi elonyt.

Z€non azt javasolja, hogy bontsuk iddegységekre a futas folyamatat: tekintsiik el0szor azt a
pillanatot, amikor Akhilleusz abba a pontba ér, ahol a teknés eredetileg tartozkodott. Ekkor a
teknOsnek tiz l1abnyi elénye van Akhilleusszal szemben.

Masodszor ismételjiik az el6z6 gondolatmenetet, és tekintsiik azt a pillanatot, amikor Akhilleusz
elér abba a pontba, ahol a tekn6s tartozkodott az elsd vizsgalt pillanatban. A teknds ekkor is
elényben van, méghozza elénye egy labnyi.

Ha ezt a gondolatmenetet végtelen sokszor megismételjiik, akkor azt kapjuk, hogy minden vizsgalt
idépontban a teknds eldnyben van, méghozza az elénye mindig tizedére csokken az el6z6 vizsgalt
idéponthoz képest. Ez viszont (latszolag) azt jelenti, hogy Akhilleusz sosem lesz képes megeldzni
a tekndst.

Hogyan lehet feloldani ezt a paradoxont?

Ugy, hogy észrevessziik, hogy hidba van végtelen sok vizsgalt pillanat, azok egy véges
id6intervallumba esnek, ugyanis a vizsgalt idopillanatokat egy 1/10 kvociensti mértani sorozat
részletosszegei adjak, ami konvergens.

2. A primek reciprokosszege

Euler 1748-ban egy zsenialis gondolatmenettel bizonyitotta, hogy a primek reciprokdsszege plusz
veégtelen (amibdl persze az is kdvetkezik, hogy végtelen sok primszadm van).

n
Induljunk ki abbdl, hogy az (1 + %) sorozat szigoruan monoton ndvekvo, és hatarértéke e.

p—-1
Legyen p tetsz6leges primszam. Ekkor (1 + p—il) értéke e-nél kisebb.

A természetes alapt logaritmusfiiggvény szigorti monotonitasa miatt tudjuk, hogy



1 \P~1
In(l +—) <lIne=1, azaz
p—-1

(p - 1)-In(1 + ﬁ) <1, ami azzal egyenértékii, hogy

1 1
Vegylik észre, hogy

1 1
1+——=L =21
p_l p_l 1—;

Most jon a kulcsészrevétel: mivel % egy 1-nél kisebb abszolutértékii szam, ezért I felirhato egy
p
mértani sor Osszegeként az alabbi modon:

1 1 1
—1=1+—+—2+...
1—; p p

Legyen n > 2 egész szam, €s legyenek az n-nél nem nagyobb (pozitiv) primek p4, p,, ..., Px-

A fentiek felhasznalasaval

1 1 1
PR SR
pP1 P2 Pk

1 1 1
(1+ - +.. )1+ ~ )1+ —t )
A szamelmélet alaptétele miatt ennek a szorzatnak az értéke legalabb

1 1 . : . . . .
1+ St lesz. Mivel a harmonikus sor divergens, ezért ha n tart plusz végtelenbe, akkor a fenti

szorzat értéke (amint egyre tobb primet hasznalunk fel) is tart plusz végtelenbe. S6t ekkor
nyilvanvaldan

In (1 + % + %) is a plusz végtelenbe tart. A logaritmusfiiggvény folytonossagat, €s a szigoru
monotonitast felhasznalva kapjuk, hogy

In(1 +%+...%)<

<1+ =+ )1+ =+ )1+ 4 )=

P1 P2
=In 1 .1t 1\
PR USSR
P1 P2 1474
I+ In—2+ .. +In—~-=
PN PEENR P
P1 D2 Pk
1 1 1
= In(l + )+ In(l + )+...+ In(l + )<
p1—1 p2—1 Pr—1



1 1 1 1 1 1
+ + ...+ <2'(—+—+...+—).
p1i—1 pp-1 pr—1 D1 D2 Pk

Ebbdl kovetkezik, hogy a primek reciprokdsszege plusz végtelennel egyenld. l

Végtelen sorokra vonatkozo néhany konvergenciakritérium

Tétel (majorans kritérium): Ha (a,,) és (by,) olyan pozitiv elemii valés szamsorozatok, melyekre
teljesiil, hogy a,, < b,, minden n indexre, tovabba tudjuk, hogy a (by,) sorozat elemeibdl készitett Y, by,
sor konvergens, akkor Y. a,, sor is konvergens.

Bizonyitas:

Legyen az (a,,) sorozatbdl készitett végtelen sorhoz tartozé részletoszeg-sorozat (A ), azaz legyen
Yk _, a, = Ay minden k index esetén. Hasonléan legyen YX_, b, = B, minden k index esetén.

A feltételek szerint a (By,) részletdsszeg-sorozat szigorian monoton ndvekvd, és konvergens. A
minden n indexre fennall6 a,, < b,, feltétel miatt az a (A4;) részletdsszeg-sorozat feliilrél korlatos,
hiszen a (By,) sorozat szuprémuma mindenképpen fels6 korlatja. Ugyanakkor (1évén, hogy a
sorozataink elemei pozitivok) az (A) sorozat szigortian monoton névekvé. Az el6z6ekbdl kovetkezik,
hogy az (A,) sorozat konvergens, azaz a ), a,, sor is konvergens. l

Tétel (minordns kritérium): Ha (a,,) és (by,) olyan pozitiv elemii valos szamsorozatok, melyekre
teljesiil, hogy a,, > b, minden n indexre, tovabba tudjuk, hogy a (by,) sorozat elemeibdl készitett Y, by,
sor divergens, akkor ; a,, sor is divergens.

Bizonyitas:

Vilagos, hogy a pozitiv taga ), b, sor csak ugy lehet divergens, hogy az elemek 6sszege plusz
végtelen. Ez azt jelenti, hogy a ). b,-hez elkészitett (B} ) részletdsszeg-sorozat a plusz végtelenbe tart.
Viszont a minden n indexre fennalld a,, > b,, feltétel miatt az (A4;) sorozat szintén a plusz végtelenbe
tart, tehat ), a,, sor valoban divergens. I

Most sziikségiink lesz egy tételre, ami abszolut konvergens sorokra vonatkozik (tehat amelyek
elemeinek abszolutértékeinek dsszege konvergens):



Abszolut konvergens sorok konvergencidja: Ha az (c,,) komplex szamsorozatbdl készitett végtelen
sor abszolut konvergens, azaz Yp—1 |Cn| konvergens, akkor a sor elemeibdl készitett Y51 C,, SO IS
konvergens.

Bizonyitas:

Ha Y0, |c,| konvergens, akkor részletosszeg-sorozata eleget tesz a Cauchy-féle
konvergenciakritériumnak. Ez azt jelenti, hogy tetszdleges, pozitiv d tavolsag esetén létezik olyan k
index, hogy minden k -nal nagyobb i <j indexek esetén

il + [Cipa] + ... + g5l < d.

A haromszog egyenlétlenség miatt |c; + Ciyq+.... 65| < [cipr| + ... + |, azaz ekkor a Y14 ¢, -hez
tartozo részletdsszeg-sorozat szintén eleget tesz a Cauchy-konvergenciakritériumnak, ezért Y., ; ¢, iS
biztosan konvergens. l

Az alabbiakban a mértani sorokr6l tanultak alapjan fogalmazunk meg két konvergenciakritériumot,
majd a Cantor-axioma segitségével is bizonyitunk egy kritériumot valtakozo el6jelii, valos sorokra.

Tétel (hanyadoskritérium): Amennyiben a (c,,) komplex szamsorozathoz taldlhato olyan pozitiv <l

CZ“| < ¢ minden n indexre, akkor ¥, ¢,, konvergens.
n

szam, hogy |

Bizonyitas:
A feltételekbél adodik, hogy |c;| < |c;1]q, c3] < |c1]-q2, stb.

Altalanosan konnyen belathato (pl.teljes indukidval), hogy |c,41] < |cq|-q™ teljesiil minden n
nemnegativ egészre.

A haromszog-egyenlotlenséget is felhasznalva kapjuk, hogy
leytegtoter] < legl + gl + oo+ ekl S leal (1 + g + g% + -+ + q*1). Innen a majorans

kritérium miatt adodik, hogy Y34 |c | konvergens, és az abszolut konvergens sorokra vonatkozé tétel
miatt ) c,, is konvergens. l

Tétel (gyokkritérium): Amennyiben az (c,,) komplex szamsorozathoz talalhaté olyan pozitiv g<I
szam, hogy \/|c,| < g minden n indexre, akkor Y, c,, konvergens.

Bizonyitas:

A feltételek kozt szerepl6 egyenlétlenség azzal ekvivalens, hogy |c,| < g™ minden n indexre, innen a
haromszdg-egyenl6tlenséget is felhasznalva kapjuk, hogy



ey teptoter S logl + el + o+ leel < g + % + - + g~

Mivel q abszolutértéke 1-nél kisebb, ezért Y7, |cx | konvergens, amibél az abszolut konvergens
sorokra vonatkoz6 tétel miatt kdvetkezik, hogy Y, ¢, szintén konvergens. l

Tétel (Leibniz-kritérium): Barmely nullahoz tarto, valtakozo eldjelii, abszolutértékben szigoruan
monoton csokkend valos szamsorozat elemeibdl készitett végtelen sor konvergens.

Bizonyitas:

Legyen (a,,) a szoban forgd sorozat. Errdl tudjuk, hogy nullahoz tart, valtakozé eldjeld, és azt is, hogy
|an 41| < |a,| minden n pozitiv egész esetén. Az természetesen feltehetd, hogy a, pozitiv (ha negativ
lenne, akkor csak meg kellene cserélni az eljeleket a bizonyitasban).

Legyen tetszOleges k pozitiv egész esetén s, = aq + a, + ... + ay.
Vegyiik észre, hogy az el6jelvaltasok miatt s; > 55, S3 > Sy, S5 > Sg -....
Vilagos, hogy barmely k pozitiv egész esetén S,p41 > Sok-

Mivel az elemek abszolutértékeibdl készitett sorozat szigorian monoton csokkend, ezért tetszoleges j
pozitiv egész esetén

Spj41 = Szj—1 Ay + ayjyq < Szj_1, €s hasonldan

Szj+2 = S2j t Azj41 F Azji2 > S .

Ez azt jelenti, hogy az [s,k, Sax4+1] zart intervallumok eleget tesznek a Cantor-axioma feltételeinek.
Ezen intervallumok pontosan egy szamot hataroznak meg, hiszen az (a,,) sorozat nullahoz tart. Az
egyetlen szam, amit az imént definialt egymasba skatulyazott zart intervallumok tartalmaznak, a
Y.(a,) végtelen sor értéke. l

A Leibniz-kritérium kovetkezménye, hogy a harmonikus sorbol készitett valtakozo eléjelt

1=+=--+ e végtelen sor konvergens. S6t kés6bb ennek a sornak a pontos értékét is meg tudjuk

majd hatarozni.
Végtelen sorok atrendezése, miiveletek végtelen sorokkal

Kézenfekvo kérdés, hogy ugyantigy viselkedik-e egy végtelen sor, ha benne a tagok sorrendjét
megvaltoztatjuk. Lévén, hogy végtelen sok tagh dsszegekrdl van sz, a kérdés megvalaszolasa



egyaltaldn nem trivilis. Azonban abszolut konvergens sorok esetén szép, altalanos eredmény
fogalmazhat6 meg.

Tétel: Legyen (c,,) olyan komplex szamsorozat, melyre teljesiil, hogy ¥.a=1|c,| konvergens. Ha a (d,,)
komplex szamsorozat a (c,,) sorozatnak egy dtrendezése (azaz a két sorozatban pontosan ugyanazok
az elemek fordulnak eld, és persze ugyanannyiszor, csak mds sorrendben), akkor Y., d,, konvergens,
és értéke megegyezik akkor Yo q ¢, értékével.

Bizonyitas:

Azt mar targyaltuk, hogy Y.;—1|cn| konvergenciaja maga utan vonja Y.,—; ¢, konvergenciajat. Tehat
azt kellene belatnunk, hogy Y.-1 ¢, = Xn=q dp.

Mivel Y71 |cn| és Ym=1 Cn IS konvergens, ezért tetszbleges d rogzitett pozitiv tavolsaghoz 1étezik
olyan k index, hogy barmely k-nal nagyobb m index esetén

lleal + leal + - + leml = Xnzalenl| = Znzmealenl < d, valamint
|(cq + ¢ + -+ ) — Xmeq Cn| < d egyarant teljesiil.

Rogzitsiik most a d tavolsagot, illetve ehhez egy alkalmas k kiiszobindexet, ami a fentieknek eleget
tesz. Legyen tovabba m >k, és tekintsiik a ¢4, ¢5, ...., ¢;,, €lemeket. Az dtrendezési tulajdonsag miatt
biztosan létezik olyan N pozitiv egész szam, hogy teljesiil az, hogy a d4, d,, d3 , ....., dy elemek
kozott eléfordul a ¢q, ¢y, C3, ..., &y €lemek mindegyike (ez nyilvan multiplicitassal értendd, tehat
mindegyik elem legalabb annyiszor szerepel, ahanyszor kell).

Legyen K egy N-nél nagyobb index. Adjunk most felsé becslésta (dy +d, + -+ dg) ésa YmeqCn
eltérésére. A haromszog-egyenldtlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

|(dy +da + - +dg) — Xnz1cnl =

=|(dy+dy++dg) —(crt e+ top)+ (g + e+ +cop) = Xa=1cpl <
<|(dy+dy++dg) —(crt e+ -+l +(er+ e+ + o) — Xaii el
Itt a bizonyitas elején elmondottak szerint |(c; + ¢; + - + €;) — Xomeq Cnl < d.

Belatjuk, hogy |(dq + dy + -+ dg) — (c; + ¢ + - + ¢,)| IS Kisebb d-nél. Vegyiik észre ugyanis,
hogy az atrendezési tulajdonsag miatt (dy + dp + =+ + dg) — (¢1 + ¢c; + -+ + ) Olyan ¢ szamok
Osszege, melyek mind m-nél nagyobb indexiiek, ezért a hdromszog-egyenldtlenség alkalmazasaval azt

kapjuk, hogy
|(dy +day + - +dg) — (1 + 2+ + o) < Xpzmalenl < d.
Tehat tetszdleges d-hez 1étezik olyan N kiiszobindex, hogy minden N-nél nagyobb K indexre

|(di +dy + -+ dg) — Xm=1 Cnl <2d, ez pedig éppen azt jelenti, hogy Yo—q Cp = Y1 dn- .



A fenti tételbdl azt kaptuk tehat, hogy ha egy sor abszolut konvergens, akkor mar az elemei
onmagukban egyértelmiien meghatarozzak a sor 0sszegét, az elemek sorrendjére valo tekintet nélkiil.
Ebbdl kovetkezményként adodik, hogy abszolit konvergens sorok 6sszege is abszolit konvergens,
és a szoban forgo sorosszegek egyszeriien dsszeadédnak.

Egy konvergens sort feltételesen konvergensnek neveziink, ha az elemek abszolutértékeibol alkotott
sor mar nem konvergens. Ilyenre mar lattunk példat. Ugyanis a

1- +

N R
+
W R
1
vl =

1 1 1 1
- .... sor konvergens, de az 1+ S*t3+yts .. nem konvergens.

NI

Megmutatjuk, hogy a feltételesen konvergens sorok igen szeszélyesen viselkednek, ha atrendezziik
Oket. Ezt csak valos sorokra nézziik meg (komplex sorokra az itteni 6tlet atviheto).

Tétel (Riemann): Legyen (x,,) valos szamsorozat, melyre Y, ;—1 x, konvergens, valamint
Yom=1lx,| = +oo, legyen tovabba s tetszéleges valos szam. Ekkor az (x,,) sorozatnak létezik olyan

(yn) dtrendezése, melyre Y y—q Y = s, tovabba létezik olyan (z,,) datrendezése is, melyre Yp—q Zn
divergens.

Bizonyitas:

El6szor is rendezziik kiilon sorozatba az (x,,) pozitiv, illetve negativ elemeit: legyen a pozitiv elemek
sorozata (p,,), a negativaké pedig (q,,).

El8szor is vegyiik észre, hogy Y.5-q pn = +00. Ugyanis ha a pozitiv elemek 6sszege konvergalna,
akkor a negativ elemek 0sszege is konvergalna, és Y., X, abszolut konvergens lenne, ami
ellentmond a feltételeknek. Természetesen ugyanigy igazolhato, hogy Yn—1 qn = -0.

Legyen most s rogzitett nemnegativ valos szam. Kezdjiik el 6sszeadogatni sorrendben a (p,,) sorozat
elemeit. Amikor az részletdsszeg tillépi az s értéket, akkor kezdjiik el hozzaadogatni sorrendben a
negativ elemeket, egészen addig, amig az részletosszeg ismét s ala nem siillyed. Ha ezt az eljarast vég
nélkiil folytatjuk, akkor ezaltal a sor egy olyan atrendezését definialjuk, aminek 6sszege s. Ez
kovetkezik abbol, hogy az (x,,) sorozat hatarértéke nulla (hiszen Y.n—; x,, Konvergens).

Ha az eldz6 otletet gy modositjuk, hogy a pozitiv elemekkel mindig addig 1épkediink, amig a
részletosszeg 1 f6lé nem nd, majd a negativ elemekkel mindig addig 1épkediink, amig a részletosszeg
0 ala nem csokken, akkor értelemszeriien a sor egy olyan atrendezéséhez jutunk, ami divergal. I

Az el6z6 eredményekbdl jol latszik, hogy egyaltalan nem mindegy, hogyan értelmezziik végtelen
sorok szorzatat. Az un. Cauchy-féle szorzatot fogjuk hasznalni (ez a leginkabb elterjedt megkdzelités).

A komplex Y1721 vy €S Y.om=1 Wi, SOrok Cauchy-szorzata ugy lesz értelmezve mint a
Y1 (W + vowy_q + V3w, o+ + U, W, + vwy) Végtelen sor.

Konvergens sorok szorzatara vonatkozik Mertens alabbi tétele.



Tétel (Mertens): Egy abszolut konvergens sornak egy konvergens sorral vett Cauchy-Szorzata
konvergens, és a szorzatként kapott sor értéke egyenlo a két sor értékének szorzataval.

Bizonyitas:

Legyenek (wy,) és (v,) olyan komplex szamsorozatok, melyekre Y72 ; v, €s Y.oe;|ws| KOnvergens.

Azt kellene bizonyitanunk, hogy

V=1 (VWi + VaWp_1 + vsWi gt FUp Wy + vewy) = (7 1) (B5T 4 w).

Vezessiik be a megfeleld részletdsszeg-sorozatokat, azaz tetszéleges n index esetén legyen
"1V =V, valamint 30—, ws = W,.

A feltételek szerint a (V},) részletdsszeg-sorozat konvergens, jelolje a hatarértékét V.

Hasonloan a (W) részletdsszeg-sorozat is konvergens, jelolje a hatarértékét W.

Ezekkel a jelolésekkel az alabbit kapjuk:

Yho1(Uiwg + VoW + V3w ot U Wy F VW) =

=W e U+ W NP v A Wy NP U L Wy N Uy =

=wy Vot wy Vg +ws Vo o+ v wy Vi =30 w0V

=Xy (V) ~ V) + W V.

Legyen d tetszéleges pozitiv tavolsag. Mivel a (1},) részletosszeg-sorozat hatarértéke V, ezért 1étezik
olyan N index, hogy minden N-nél nem kisebb n index esetén |V, — V| <d.

Mivel a (w,,) sorozat hatarértéke nulla, ezért 1étezik olyan N* > N index, hogy minden N*-nal
nagyobb n-re fennall az, hogy

d

|Wn| <
N~[1+ max |V]-—V|]
1<jsN-1

Mivel a a (W;,) részletosszeg-sorozat tart W-hez, ezért 1étezik olyan N** > N* index, hogy barmely
N**-nal nagyobb n esetén |W,, — W| <d.

Legyen most n egy olyan index, ami nagyobb (N+N **)-nal. Ekkor végezziik el az alabbi atalakitast:
X he1(Uawy + vaw_q + V3wt U Wy FUwy) =V - W =
= | (G = V) o+ Wo V=V W] = [y - (= V) + (= W) V]

Ezt a kifejezést kell feliilr6l becsiilniink. A haromszog-egyenlétlenség miatt erre az alabbi felsé
becslés adhato:



X wnj - (V; = V) + Wy = W) - V| <
< 2750 [Waj |1V = VI + Zon|wan [V = VI + 10 = W) - VI,
Ezt a haromtagu 6sszeget tagonként vizsgaljuk.

Mivel n > N+N™*, ezért az els6 dsszeadando tagban, a Z?’:_Ol|wn_ j| : |V] - V| szummaban az (n-j)
indexek mind nagyobbak N**-nal, igy

d

230 [wa |V = V] < Zj<0 — ]'|Vj—V|<d-

-[1+ max |V;-V|
1<jsN-1

A masodik 6sszeadand6 tagban, a 27: N|Wn_ j | : |VJ - V| szummaban a j indexek mindegyike legaldbb

N-nel egyenld, ezért

Z}'1=N|Wn—j|'|Vj - Vl < Z}'1=N|"Vn—j|"7l = Z;‘;1|V"n—j|'d

A harmadik 6sszeadando tag, vagyis |(W,, — W) - V| egyszerlien feliilrél becsiilheté ugy, hogy
|(W,, — W) - V| < |d - V|, hiszen az n index nagyobb N**-nal.

Osszességében azt a becslést kaptuk, hogy az elég nagy n-ek mindegyikére

X W (V= V) + (W = W) - V| <d + 252 |wy_j|-d +1d- V.

Mivel Z?’;1|wn_j| konvergens, ezért a (d + Z}’-’;1|wn_j| -d + |d- VI) tetsz6legesen kicsi lehet.

Ezzel a Mertens-tételt bebizonyitottuk. [

Hatvanysorok

A mértani sorokra vonatkozo képlet kdvetkezménye, hogy tetszdleges, egynél kisebb abszolutértekii z
komplex szam esetén

= Ltz+z2+23+..,

1-z
Ez gy is megfogalmazhato, hogy az 1sz komplex fiiggvény eldallithatd a z valtozo hatvanyainak
Osszegeként, amennyiben |z| < 1.
Altalanosan is ezt szeretnénk tenni. Bizonyos komplex p(z) fiiggvényeket fel szeretnénk irni
P@)=coter(zZ—c)tcy(z—c)?+e3(z—c)P+ . = Yok (z—OF

un. hatvanysor-alakban, ahol a (c,,) komplex szamsorozat elemei az egyiitthatok, és a ¢ rogzitett
komplex szam a hatvanysor un. kézéppontja.

Figyeljiik meg, hogy a hatvanysor fogalma altalanosabb, mint a polinomé, hiszen a hatvanysorban
akar végtelen sok 6sszeadand¢ tag is szerepelhet.



Hatvanysorok konvergenciidja

El6szor is megvizsgaljuk, hogy mikor konvergens egy hatvanysor.

Ennek leirasahoz bevezetjiik a limesz szuperior fogalmat: egy valés szamsorozat (vagy akar
szdmhalmaz) limesz szuperiorja alatt a torlédasi pontjainak szuprémumat értjiikk. Hangstlyozzuk,
hogy ez az elnevezés most kizarolag valds szamsorozatokra, illetve valds szamhalmazokra vonatkozik,
ugyanis ilyenkor definialtunk egyértelmii rendezést az elemek kozott.

Természetesen hasonlé modon értelmezhetd a limesz inferior fogalma, de erre most nem lesz
sziikségiink.

A hatvanysorok konvergenciajat a Cauchy-Hadamard-tétellel irjuk le:

Tétel (Cauchy-Hadamard):

A Y2 o ck * (z — ©)* komplex hatvinysor abszolit konvergens a c kozépponti,

I sugaru kor belsé pontjaiban, a korén kiviili pontokban viszont divergens.

R = 1
lim supn,/lc,1

Bizonyitas:

Az nyilvanvaloan mindegy, hogy a kdzéppontot hogyan valasztjuk meg, ezért legyen az egyszeriiség
kedvéért a hatvanysor kozéppontja ¢ = 0. Tehat azt szeretnénk vizsgalni, hogy milyen z komplex
szamok esetén konvergens a ,x2 Cx zK bsszeg.

Legyen R = és tekintsiik a komplex sikon a ¢c=0 kdzéppontu, R sugari kort.

1
lim sup”/|c,|’
Legyen el6szor z olyan pont, amit ezen kor belsejébdl vettiink, azaz legyen |z| < R.

Ekkor egy kiiszobt6l kezdve barmely k-ra

1 ]_|f{1 1 \F 1 1 k _ (1 Kl _|(rY*
aczkl (Z"‘|Ck|) = (Z'umsupm) - (5 R) |_|(?) |’alzaz
o - 24 < ‘(E)k‘ A gyskkritérium miatt (g = |£] < 1 valaszés mellett) kapjuk, hogy £ (2)

konvergens. Innen a majorans kritérium alapjan Y, ci - z¥ abszoliit konvergens.
Ha a z pontot a koron kiviil valasztjuk (tehat |§| > 1), akkor végtelen sok k index esetén forditott

®)’

nem tarthat nullahoz, holott ez a Cauchy-féle konvergenciakritérium miatt sziikséges feltétele annak,

egyenlbtlenség teljesiil, azaz végtelen sok k-ra |ck : Zk| > > 1. Ekkor persze a (ck . Zk) sorozat

hogy a YxZo Ck zK 6sszeg konvergens legyen. Tehat a koron kiviil a hatvanysor biztosan divergens. l



A Cauchy-Hadamard-tételben szerepl6 ¢ kézéppontl, R = sugaru kor az adott

1
lim supy/|cp|
hatvanysorhoz tartozé konvergenciakor, melynek R hossza sugarat konvergenciasugarnak szokas
nevezni. A konvergenciakor hatarpontjaival kapcsolatban a tétel nem allit semmit. Ez nem véletlen,

ugyanis a hatarpontok barmelyikén elvileg a hatvanysor lehet konvergens, de akar divergens is.

Amennyiben lim sup?/|c,| = 0, akkor a hatvanysor konvergenciasugara plusz végtelennel egyenld,
azaz barmely a hatvanysor barmely komplex z esetén konvergens.

Ha lim sup?/|c,| egyenld plusz végtelennel, akkor a hatvanysor konvergenciasugara nulla
hosszisagu, €s ekkor a hatvanysor csakis a kozéppontjaban konvergens.

Hatvanysorok differenciilasa

Szép eredményt kapunk, ha a hatvanysorok derivaltjait vizsgaljuk. Ezt az alabbi tételben foglaljuk
0ssze.

Tétel: Barmely komplex hatvanysor a konvergenciakorének belsejében tagonként differencidlhato, és a
derivalast kovetoen kapott hatvanysor konvergenciasugara ugyanakkora, mint az eredeti hatvanysor
konvergenciasugara.

Bizonyitas:

Legyen 2, ck - (z — c)X komplex hatvanysor. Ismét feltehetjiik, hogy a kézéppont, azaz c, egyenld
nullaval.

Ha formalisan, tagonként differencialjuk a Y, ci - z¥ hatvanysort, akkor a Ygr o k - ¢ - zZK~1

hatvanysort kapjuk. Ha ez utobbit még z-vel szorozzuk, akkor persze a konvergenciasugara
ugyanakkora marad.

A Cauchy-Hadamard-tétel szerint a kapott Y5, k - ¢ - zZX hatvanysor konvergenciasugara

1
limsupk,/lk-ckl’

tart végtelenbe.

ami megegyezik l -val, hiszen ¥/k hatarértéke 1-gyel egyenld, amennyiben k

1
imsup k,/ |ckl

Ugyanezzel a gondolatmenettel kaphato, hogy a konvergenciasugar akkor sem valtozik, ha a méasodik
formalis derivaltat képezziik, azaz a Yo o k - (k — 1) - ¢ - zZX~2 hatvanysor konvergenciasugara is
ugyanakkora, mint az eredeti hatvanysoré (erre az észrevételre a késdbbiekben még sziikségiink lesz).

Még annyit be kell latnunk, hogy a hatvanysor differencialhato a megfelelé pontokban, és a derivalas
utan kapott hatvanysor valoban tagonkénti differencialassal kaphato meg beldle.



A Cauchy-Hadamard-tételbdl tudjuk, hogy a konvergenciakoron beliil talalhato barmely z, pontban
T2 o Ck * Zo* abszolut konvergens. Legyen tehat z, tetszéleges pont a konvergenciakor belsejében.

frjuk fel a megfeleld hanyadost, amibdl megallapithaté a derivalt, és vonjuk ki bel6le

Yreok - cp ZoX1 -et, majd alakitsuk 4t a szoban forgé kiilonbséget. Azt kell belatnunk, hogy z—z

esetén ez az eltérés nullahoz tart. A szdmolas soran a lIényeg az lesz, hogy megmutassuk, ebbdl a
kiilonbségbdl kiemelhetd (z — z,), ami persze tart nullahoz (hiszen z—z;) . A masik
szorzotényezOrdl, ami egy végtelen sok tagh 0sszeg lesz, elég lesz annyit belatnunk, hogy
abszolutértékben korlatos. Végezziik el el6szor csak az alabbi atalakitast:

¥ oz (IR, cezoX 1 _ zK—z,K _
(Zk=o z_goko 0)'21io=0k'ck'zok 1‘21?:0%'(2_22 — k- 75K 1)

Zk—ZOk

Bontsuk tovabb a feladatot, és vizsgaljuk egyeldre csak a ( —k -z k_l) alaku kifejezéseket,

Z—Zy
amik a fenti zarojelekben szerepelnek:

zK—zpK

o —k-zok_1=(zk_1 + Zk_Z'ZO + zk_3-202+...+Zok_1)-k-zok_1=
—40

= (28— 28 ) + (2% zp — 2oM) + (273 - 2p — M) + L+ (2 2K — 2N ) =
=(z—20) (2% + 25325 + 25202 + .+ 257%) +

+(z—29) (25329 + 2202 + .+ 2F72) +

+(z —20) (2% 2p? + 2% 203 + .+ 2,72) +

Lathato, hogy a (z — z,) szorzotényezd valdban kiemelhet6 lesz. A masik szorzotényezében
Osszevonasok utan kapjuk, hogy a fenti kifejezés masképpen felirva ugy néz ki, hogy

(z—20) [(k—1)"z""2 + (k—2) -z 3 -2+ + 2-25- 23 + 2F72].

Mivel z—z, ezért elég a masik (hosszh) szorzotényez6 abszolutértékére felsd becslést adnunk.
Legyen u olyan komplex szam, aminek abszolutértéke |z,|-nal és |z|-nél egyarant nagyobb.

A haromszog-egyenldtlenséget felhasznalva kapjuk, hogy
|(k—1)-2F2 + (k—2)- 2" 3 24+ 2-25- 2K 3 + 2K 2| <
<|k—=1) 2" 2 |+ |(k—2) - zo* 3 2| + |22 - 2573 + |2K72| <

< |(k— 1) - uk~2 | + |(k— 2) -uk_zl +..+ |2 -uk_zl + |uk_2| =



= |uk~2 |,(k—1)-k.
2

konvergens legyen, hiszen a bizonyitas

Az u megvélaszthat6 Ggy, hogy Yio|cy - uk?| - (k_zﬁ

elején megjegyeztiik, hogy a Yok - (k—1) - ¢ - zX~2 hatvanysor konvergenciasugara ugyanakkora,
mint az eredeti hatvanysoré, az u szammal szemben pedig csak annyi elvarasunk van, hogy az
abszolutértéke nagyobb legyen |z,|-nal és |z|-nél (ahol z—z,). Tehat u megvalaszthat6 a
konveregnciakor belsejében, és ebbdl adodik, hogy a kiemelt (z — z,) szorzdtényezd egy
abszolutértékben korlatos kifejezéssel van megszorozva, és ezt akartuk belatni. l

Az imént bizonyitott tétel kovetkezménye, hogy barmely hatvanysor akarhanyszor
differencialhaté, és a derivalasok soran a konvergenciasugar valtozatlan marad. S6t amennyiben
egy p(z) komplex fiiggvényrdl tudjuk, hogy hatvanysorba fejthetd egy kdron beliil, mondjuk
formalisan p(z) = Y, ik - (z — ©)X, akkor a hatvanysor egyiitthat6it egymas utani derivalasokkal
egyértelmiien meg tudjuk hatarozni. Ekkor ugyanis

co=p(C), c1=p’(c),c; = pT(C) sth.

Altalanosan azt kapjuk, hogy c; = % ahol p®(z) a p(z) komplex fiiggvény k-adik derivaltjat
jeloli. Ellendrizziik ezt le. Derivaljuk ugyanis k-szor egymas utan a ),p—, ¢, * (z — ¢)™ hatvanysort. A
k-adik derivaltban a konstans tag cj'k!, tehat ha a k-adik derivaltba c-t helyettesitiink, akkor a felvett
érték éppen cy-k! (hiszen a tobbi dsszeadand6 tag mind kinulldzodik, ha c-t helyettesitiink be).
Ugyanakkor a p(z) = Y, cx - (z — o)X feltétel miatt p09(c) = ¢, k!, ami valéban azt jelenti, hogy

_p®©

Ck k!

Ennek az észrevételnek kdzvetlen kovetkezménye, hogy ha egy fiiggvényt valamilyen koron beliil
hatvanysorba tudunk fejteni, akkor ez a hatvanysorba torténé fejtés egyértelmii, hiszen az
egyiitthatok egyértelmiien kiszamolhatok az imént kapott képletekbdl.

Mar készen allunk arra, hogy a nevezetesebb valos fiiggvényeket sorba fejtsiik. Kezdjiik az
exponencialis fliggvénnyel.

k
r X ” ’ ’ ’
Tétel: e* = Y17, pn tetszéleges x valos szam esetén.
Bizonyitas:

Elérebocsatjuk, hogy az egyiitthatokat konnyen megtalalhatjuk egymas utani derivalasokkal. Azt kell
igazabol tisztdzni, hogy az exponencidlis fiiggvény tényleg hatvanysorba fejthetd.

k
Legyen f(X)=Yr=o )]((—' El6szor is hatarozzuk meg a konvergenciasugarat. Ehhez meg kell hataroznunk
limsup k%/ﬁ értékét. A mértani kozépsorozatoknal belattuk, hogy \k! tart végtelenbe, ha k tart
végtelenbe. Itt erre kiegészitésképpen adunk egy kozvetlen bizonyitast is (a mértani kdzépsorozat

fogalmat nem hasznalva):

Tudjuk, hogy VkT=4/1-2-3 4.~ (k—1) - k.



Legyen m az a legnagyobb pozitiv egész, ami k/2-nél még nem nagyobb (azaz legyen m a k/2-nek az
egészrésze). Ekkor

M1-2-3-4-..(k—1)-k=41-2-3-4-..2m—-1)-2m =
Jn LA 1+)) (m+1—))=

\/n [(m + 1% — 2] \/H [(m +1)% — m?] = Jn [2m + 1] =

= @m+ DE> (k)%

1

Nyilvan (k) kK tart végtelenbe, ha k tart végtelenbe, ezert Nkl is végtelenbe tart. Ebbdl kapjuk, hogy

a konvergenciasugar végtelen hosszl, azaz az f(x)zzl‘?:o F sor minden valés x-re konvergens.

k k
Vegyﬁk észre, hogy az f(X)=Yy=o )li—' sor derivaltja 6nmaga (hiszen )li—!-nek az x szerinti derivaltja

= 1)') valamint f(0)=1.
Bebizonyitjuk, hogy ebbdl a két feltételbdl kovetkezik, hogy barmely valos x-re f(x) = e*.

Tekintsiik ugyanis az fi—? fiiggvényt a valos szamok halmazan. Ennek derivaltfiiggvénye

f'(x)-e*—f(x)-e* _ (f'(x)-f(x))-e*
e2x - e2x

, ami azonosan nulla, hiszen az f(x) fiiggvény derivaltfiiggvénye

Onmaga.

Ezert fuggveny biztosan konstans, raadasul az f(0)=1 feltétel miatt csakis azonosan 1 lehet.

k
Ezzel tehat bizonyitottuk, hogy minden valos x-re e* = Y1 )1((_' I

Vegylik észre azt, hogy ezzel nem csupan a valds exponencialis fliggvényt jellemeztiik. A
konvergenciasugar ugyanis akkor is végtelen hosszu marad, ha a hatvanysorba komplex szamokat is
helyettesithetiink (hiszen az egyiitthatok nem véltoznak). igy tehat az exponencialis fiiggvényt mint
komplex fiiggvényt ugy tudjuk értelmezni, hogy tetszdleges z komplex szdm esetén eldirjuk, hogy

k
e? = ngo%teljesﬁljén.

xX+y =

S6t az is kijon, hogy az exponencialis fliggvényre vonatkozo e e*-eY azonossag is érvényben

marad. Tetszbleges x és y valds szamokra ugyanis teljesiil, hogy e**Y =

(x+y)"
n!

e*-e”. Ezért tehat barmely x

¢és y valos szdmokra igaz, hogy (Zk 0 k,) (Zm 0 ) Yo

Azt kellene megmutatnunk, hogy tetszéleges v és w komplex szamokra is ugyanez érvényes.

Ezt egy tételben fogalmazzuk meg.



Tétel: Tetszbleges v és w komplex szamokra eV™ = eV-eV,

Bizonyitas:
. vk wm
Tekintsiik a (210(0:0 F) : (Z;ﬁﬂ, ﬁ) szorzatot, ahol v és w komplex szamok.

Ez a szorzat, ha mindent mindennel szorzunk, a Cauchy-szorzat definicidja szerint éppen
k. ,n—k
00 n ve-w
Ln=0 (Zk:o k!~(n—k)!)'
Elég lenne tehat annyit bizonyitani, hogy barmely n természetes szamra

vkwn=k _ (v4w)n

n
Zi=0 kl-(n—k)! n!

1
A bizonyitando allitas azzal ekvivalens, hogy Yr—, = T pkwnk= (v 4+ w)h,

(n-k)!
Ha a jobb oldalon elvégezziik az n-edik hatvanyra emelést, akkor a (v + w) tényezot n-szer

szorozzuk 6ssze Snmagaval, tehat valoban v* - w™¥ tipusti 6sszedando tagokat kapunk, a kérdés csak
az, hogy adott k mellett hanyszor kapjuk meg a v* - w™=* szorzatot (ez lesz ugyanis v* - w™*
egyiitthatoja). Természetesen annyiszor, ahanyféleképpen ki tudunk jeldlni k darab zarojelet az n
darab zardjel koziil gy, hogy azokbol a v betiit valasztjuk, a maradék (n-k) darab zardjelbdl pedig a w
betiit valasztjuk. Az elsé v betlit n darab zargjelbdl valaszthatjuk, a masodikat (n-1) darab zarojelbél,
..., a k-adikat (n-k+1) darab zaro6jelb6l. Ez 6sszesen n-(n — 1)-...(n — k + 1)-féle lehet6ség lenne, de
ezt osztanunk kell k!-sal, mert a zargjelek egymas kozotti elhelyezkedésére nem voltunk tekintettel.
Tehat

ZE:o'n.(n_l).};(n_—kﬂ) vk whE= (v + w)h

n-(n—-1)-...(n—-k+1)
k!
eredményiil. Ezzel az allitast belattuk. |

n!

Ugyanakkor ha a tortet (n-K)!-sal bévitjiik, akkor éppen p t kapunk

l-(n—k)!

e . i , ! _
Az iménti masodik bizonyitasban belatott és felhasznalt Y 1_, ﬁ vk w k= (v + w)?

azonossagot binomialis tételnek szokas nevezni.

Menjiink most tovabb, és fejtsiik hatvanysorba a trigonometrikus fiiggvényeket (eldszor valosban,
majd ezeket is kiterjesztjiik komplexre).

Tétel:

2k

(i) cosx = Tp_o(—1)F - =

0! tetszoleges x valos szam esetén.



2k+1

Y einy — W0 1\k X
(i) sinx = X0 (D" - Gy

tetszoleges x valos szam esetén.
Bizonyitas:

<2k

Legyen g(x) = Z]?:o(_l)k "R

A konvergenciasugar végtelen hosszusagu, ami trividlisan kovetkezik abbol az érvelésbdl, amit az
exponencialis fliggvény hatvanysoranal lattunk.

Konnyen ellendrizhetd, hogy barmely valos x-re g”(x) = -g(x), valamint g(0)=1, g’(0)=0.
Megmutatjuk, hogy legfeljebb egy olyan g(x) valds fliggvény 1étezik, amire teljesiil, hogy

g2”(x) = -g(x), valamint g(0)=1, g’(0)=0.

Tegyiik fel indirekt, hogy van két kiilonb6z6 g4 (x) és g, (x) valos fiiggvény, amikre ezek
teljesiilnek.

Legyen d(x) = g, (x) - g,(x), ami az indirekt feltevés szerint nem azonosan nulla.

Ekkor d”(x) = [g1(x) — g2(0)]*=91"() - 92" (¥) = - g1(x) + g,(x) = -d(x), valamint
d(0) =d’(0) =0.

A d”(x) = -d(x) egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg 2-d’(x) -szel.

Ekkor 2-d’(x)-d”(x) =-d(x) - 2 - d’(x), ami azzal ekvivalens, hogy a

2-d’(x)-d”(x) +d(x) - 2 - d’(x) fiiggvény azonosan nulla. Ez azonban éppen a [(d'(x))2 + (d(x))Z]
fiiggvény derivaltfiiggvénye.

Ezért [(d’(x))2 + (d(x))z] konstansfiiggvény, és a d(0) = d’(0) =0 feltételek miatt csakis azonosan

nulla lehet. Mivel valds szamok négyzetdsszege csakis akkor lehet nulla, ha mindegyikiik nulla, ezért
kapjuk, hogy d(x) azonosan nulla, ami ellentmond annak, hogy g, (x) és g, (x) nem azonos
fiiggvények.

Ezért legfeljebb egy valos g(x) fliggvény felel meg a feltételeknek. De ilyen valos fiiggvény biztosan
van, ez pedig a koszinuszfiiggvény. Igy tehat egészen biztosak lehetiink abban, hogy g(x) = cos x
(hiszen masik jeldlt nem jon szoba).

Az (ii)-beli allitas sz6 szerint ugyanigy igazolhato (csak masok a kezdéértékek). .

A most belatott hatvanysor-eldallitasok néhany fontos kdvetkezményét vizsgaljuk.

Legyen z komplex szam. irjuk fel eldszor e#-t:

i i\2k i\2k+1 2k 2k+1
iz — voo (2" _ v (i2)? o (i2) —_vo 2k Z o :2k+1 _Z —
e” = + Y=o = Ykeo 17° - + kol " ke

n=0 - 7 &k=0 (7 ) (2k+1)! 2K)!

2k+1)!

ZZk Z2k+1

_ v Kk - 00 k
= 2k=o(—1) "o ! Zk=o(—1) " k+Dr




Hasonloan felirjuk e ~*-et:

)2k+1

—iz = pi(=2) = —1k. =
e e Z _0( ) (Zk)' Zk 0( ) (2k+1)!

2k+1

= Yieo(=D*- (Zky - B (- D (2k+1)!

2k+1

i eiz
Tehat @D

_Zk o(— 1)K m, valamint £2=¢"~ =32 (—1DK-

2k+1

Z
(2k+1)!

AYrlo(— 1)k. (zk)' és a Ypeo(—1 k. hatvanysorok konvergenciasugara végtelen hosszu,

ezért tetszOleges z komplex szdm szinuszat tudjuk értelmezni ugy, hogy

Z2k+1

T 2k+)r

sinz =Y (—DkK

a koszinuszat pedig gy, hogy

sz
K

cosz =Y (—Dk-

Ezéltal a szinuszt és a koszinuszt komplex értékekre is kiterjesztettiik. Az exponencialis
Osszefiiggések segitségével konnyen igazolhatd, hogy az addiciés tételek komplexben is érvényesek
maradnak.

Sot ezzel igazoltuk a komplex szamok exponencialis alakjara vonatkozo definici6
létjogosultsagat, hiszen a hatvanysorokbol leolvashato, hogy minden komplex z szamra

e'? =cos z+i-sin z
A logaritmusfiiggvény komplex kiterjesztése, illetve hatvanysora

A logaritmusfiiggvény ugyanugy terjesztheto ki komplex értelemben, mint ahogy valés
fiiggvényként értelmeztiik, vagyis a komplex exponencialis fiiggvény inverzeként. Itt azonban
arra vigyazni kell, hogy a komplex exponenciilis fiiggvény nem injektiv, igy csak alkalmasan
megvalasztott komplex tartomanyo(ko)n tudjuk a komplexlogaritmust egyértelmiien értelmezni.

A logaritmusfiiggvényt is hatvanysorba tudjuk fejteni (el6szor valosban). Az alabbi tételt bizonyitjuk
be:

Tétel: Tetszoleges egynél kisebb abszolutértékii valos x szam esetén teljesiil, hogy

2 3 4
In(l+x)=x-=+Z-2 |
2 3 4

Bizonyitas:

4

_ox? . x® x
Legyen p(x) = x - S tTT



A p(x) konvergenciasugara a Cauchy-Hadamard-tétel szerint =1, tehat |x| <1 esetén a

1
li e
imsup |-

p(x) hatvanysor konvergens. Vizsgaljuk p(x) derivaltjat:
p'(x) = 1-x+x2-x3+....

Azt mér korabbrdl tudjuk, hogy |x| <1 esetén 1-x+x2-x3+.... = ﬁ

Tehat a p(x) fuggvényrdl tudjuk, hogy p(0)=1, valamint |x| < 1 esetén p'(x) = ﬁ

A primitiv fliggvényekrdl tanultak alapjan ebbdl kapjuk, hogy p(x)=In(1 + x) + ¢ minden |x| <1
esetén, ahol c alkalmas konstans. Viszont mindenképpen c=0, hiszen p(0)=1. Ezzel a tétel allitasat
belattuk. J|j

A most latott hatvanysorba fejtés evidens modon kiterjesztheté komplex értelemben is a nulla
kozéppontl egységkor belsejében, de nem terjeszthetd ki az egész komplex sikon (hiszen a
konvergenciasugar hossza egységnyi). {gy tehat példat adtunk olyan fiiggvényre, melynek hatvanysora
nem allitja el a fiiggvényt az egész komplex szamsikon.

Megemlitjiik, hogy az arctg x fiiggvény derivaltfiiggvénye Tlxz’ igy a fentihez teljesen hasonlo

modon igazolhatd, hogy |x| < 1 esetén teljesiil, hogy

x3 x5 x7
arctg X =x-—+—-—+
3 5 7

X9
9

Abel folytonossagi tétele

Amikor a hatvanysorok konvergenciakorérél beszéltiink, egyaltalan nem foglalkoztunk a kor kertileti
pontjaival. Ezt a hianyossagot némileg karpotolja Abel folytonossagi tétele, aminek lesz néhany fontos
kovetkezménye.

Abel-féle folytonossdgi tétel: Legyen az f(z) = Y.o—o Cn * 2" fliggvény értelmezési tartomdnya
mindazon z valos szamok halmaza, melyekre a fenti hozzdrendelésben megadott hatvanysor
konvergens. Amennyiben a hatvdanysor konvergenciasugara nulldtdl kiilonbozé, akkor az f(z) valés
fliggvény az értelmezési tartomanydnak minden pontjaban sziikségképpen folytonos is.

Bizonyitas:

Legyen a konvergenciasugar R > 0. A konvergenciakor belsejében az allitds komplex értelemben is
teljesiil, hiszen ott mar korabban belattuk, hogy a hatvanysor differencialhaté is (tagonként). Ezért elég
az allitast a konvergenciakdr kertiletének olyan valos pontjaiban bizonyitani, amelyekben a hatvanysor
konvergens. Csak két lehetséges vizsgalando pont van, ezek az R és a (-R). Tegyiik fel mondjuk, hogy
a hatvanysor R-ben konvergens, és legyen f(R)=s. Legyen a g olyan valds valtozo6, aminek
abszolutértéke egynél kisebb. Minden ilyen q értékre f(Rq) értelmezett, és



f(R) = co + (c1'R)'q + (c2'R?)q* + (c3'R)q® + .....
Mivel |q| <1, ezért

1 243
- 1+q+q°+q>+....

Tekintsiik most f(RQ)-t és ﬁ—t iS egy-egy q valtozo szerinti hatvanysornak a (-1,1) intervallumon. A

korabbi ismereteink alapjan tudjuk, hogy itt ezek abszolut konvergensek, igy Mertens tétele miatt
Cauchy-szorzatuk is konvergens.

A szo6ban forgd hatvanysorok Cauchy-szorzata ugy néz ki, hogy

f(Rq) _
1-q

Yo olco+c - R+cy R+ + ¢y RY)-q"

Vezessiik most be az s, = cq + ¢; * R+ ¢, - R? + -+ + ¢, - R™ sorozatot.
Ezzel a jeloléssel f(Rq) = (1 — q) Ym=0 Sn'q"

Vegylik észre, hogy s atirhato Ggy, hogy s= (1 — q) Yn=0Sq™.

Az f(Rq) és s eltérését fogjuk vizsgalni.

s-fRQ) =1 — @) Xn=05q" -1 — Q) Xn=05n'q" = (1 — @) Xn=o(s — sp)-q"

Legyen d rogzitett pozitiv tavolsag. Mivel s,,—s, ezért van v olyan pozitiv egész, hogy minden N > v
esetén |s — sy| < d.

Ekkor irjuk at az |(1 — q) * Ym=o(s — s,) * q"| kifejezést az alabbi mddon:

s = fRQ)[ = 1(1 = q) - Xn=o(s = sp) - q"[ =

|(1—@)- Z5zb(s = sn) - q" + (1= @) - Zimo(s — s0) - 4.

Ez a haromszdg-egyenlbtlenség segitségével feliilrdl becsiilheto ugy, hogy

|(1=@) - Zhb(s —sn) - q" + (1= q) - Zimo(s —s0) - q"| <
<|(1 - @) - Z5250 = s0) - ™ [+ (1 — @) - Eimo(s — s0) - 47,

Mivel az R-beli folytonossagot vizsgaljuk, ezért az feltehet, hogy q— 1. Igy tehat

|(1 —q)- Y i(s —sp) q" | alkalmas g-ra kisebb lesz d-nél, valamint (hasznalva a haromszog-
egyenl6tlenséget is) kapjuk, hogy

| (1 =) Xnzo(s = sn) - ¢ < Xamol (1 = @) - Xto(s — sn) - 7| =

11—l -° [(c—c )| .]|an aled. L — g imal
=11~ gl Bl — sl I <L — gl d - o= =g

Tehat azt kaptuk, hogy az |s — f(Rq)| eltérés kicsi lesz, ha q—1, és ez éppen az R-beli
folytonossagot jelenti.



Természetesen ugyanigy jarhatunk el, ha a hatvanysor (-R)-ben konvergens. l

A bizonyitasbol kdnnyen leolvashato, hogy Abel tételét altalanosithattuk volna a komplex sikon

azzal a gyengébb megkdtéssel, hogy a bizonyitas soran olyan komplex q értékeket hasznalunk, amikre
|11—;|Z: feliilrél korlatos (és persze q— 1, valamint |q| < 1). Az ilyen q értékek un. Stolz-tartomanyokat

irnak le a komplex sikon.
Abel tételének egy fontos kdvetkezménye, hogy meg tudjuk hatarozni az 1- % + é - i + % - ... s0r
Osszegét. Errél ugyanis a Leibniz-kritérium alapjan biztosan tudjuk, hogy konvergens, de értékét még

nem sikertilt meghataroznunk. Hasznaljuk fel azt a mar bizonyitott tételt, hogy -1 <x < 1 esetén

RN

2 3
IN(1+x)=x-—+=-=
2 3 4

A fenti hatvanysor az x=1 helyen konvergens, igy Abel tétele miatt ugyanott folytonos is. De ez azt
jelenti, hogy az ottani értéke egyenld ““i In(1 + x)-gyel, ami éppen In 2.
g

Egy ugyanilyen alkalmazashoz hasznaljuk fel azt, hogy minden |x| <1 esetén teljesiil az, hogy

x3 x5 x7  x°
arctg X = X - — +—- =+
3 5 7 9

Ebbdl a fentihez hasonlé gondolatmenettel kaphat6 az Gn. Leibniz-féle sor, azaz

T 1 1 1
- = =1-=+=--=+
" arctgl=1 sts-3

O |-

Ezzel tobbek kozott lehet6ségiink nyilt a T szam ,,geometriamentes” bevezetésére is (egy anekdota
szerint Leibniz annyira megoriilt ennek a képletnek, hogy emiatt hagyta ott a jogi palyat, és onnant6l
kezdve matematikaval foglalkozott). A Leibniz-féle formulanak az a gyengéje, hogy viszonylag
lassan kozelithetd vele a 7, ezért gyakorlati alkalmazasokban rendszerint nem ezt a formulat
hasznaljak.

Linearis algebra

El6szor linearis egyenletrendszerekkel foglalkozunk, azaz olyan egyenletrendszerekkel, ahol az
egyenletekben minden ismeretlen az elsé hatvanyon szerepel, és ezek nincsenek egymassal
0sszeszorozva.

Egy linearis egyenletrendszer altalanos alakja:
ar1 x1+aiz-x2+ -+ ain-xn = by

az1-x1+azz2-x24+--+azn-xn=bz



A1 X1+ Qr2 X2+ -+ Qrn - Xn = by
Természetesen adodik a kérdés, miszerint hogyan oldunk meg lineéris egyenletendszereket.

Arra fogunk térekedni, hogy a felirt linearis egyenletrendszerbdl gyartsunk egy egyszeriibbet. Erre
fog szolgalni az Gin. Gauss-eliminacio (kikiiszobolés) modszere. Az eljaras soran minden 1épésben
arra torekszlink, hogy az egyenletek szama eggyel, az ismeretlenck szama pedig legalabb eggyel
csokkenjen.

Valaszunk egy ismeretlent, amit eliminalni szeretnénk, legyen ez mondjuk x:. Az egyenleteinket
két csoportra osztjuk: az elsd csoportbeliekben szerepel az x1 (nem nulla az egyiitthatoja), a
masodik csoportbeliecknél az x; egyiitthatoja nulla. Egyelére a masodik csoportbelieket jegeljiik. Az
elsd csoportbeli egyenletek mindegyikét megszorozzuk egy-egy alkalmas szammal 1gy, hogy
szorzas utan az xi-ek egyiitthatdja mindeniitt megegyezzen. Ezekre az egyenletekre nézve
végezzik el a kovetkez6 1épéseket: vonjuk ki az els6b6l a masodikat, a masodikbdl a
harmadikat, stb... Igy (az elsé csoportbelicknél) eggyel kisebb 1j egyenlethez jutottunk. A masodik
csoportbeli (elraktarozott) egyenletekkel egylitt ezek egy olyan linearis egyenletrendszert alkotnak,
ahol az eredetiekhez képest 1-gyel kevesebb egyenlet van, és x1 nem szerepel.

Matrixmuveletek

A matrixok téglalap alaku tablazatok, ahol a mezdket (altalaban szamokkal) kitoltjiik.

PIl. (_11 ; g) egy (2x3)-as méretli matrix, tehat megegyezés szerint elészor a sorok, majd

az oszlopok szamat adjuk meg.

A vektoroknal latotthoz hasonlé modon torténik matrixok dsszeadasa: két azonos méretli matrix
Osszege is egy ugyanilyen méretii matrix lesz, amit ugy kapunk, hogy a megfelel6 elemeket
Osszeadjuk. Példaul:

(—11 ; ;L)Jr(iL g g):((s) E73 140)'

A skalarral valé szorzas is ugyantiigy megy, mint a vektoroknal lattuk, minden elemet végigszorzunk
az adott skalarral. Példaul:

(5 15 20).

5'(—11 ; g) —5 10 25

A skalaris szorzast altalanosan két egyforma hosszu vektor kozott fogjuk értelmezni, a térbeli
vektorokkal analog modon. Az (x4, x5,..., %, ) és (¥1,V2, ..., Y, ) vektorok skalaris szorzata legyen

Yj=1% " Yj-



A matrixok szorzasa mar joval bonyolultabb, konszenzuson alapulé miivelet. Eleve nem kommutativ,
tehat szamit, hogy melyik matrix kerdil a bal, és melyik a jobb oldalra. A méretre is vannak
megkotések. Ebben a sorrendben egy (n X Kk)-es matrixot tudunk dsszeszorozni egy (k X 1)-essel, azaz
a bal oldalon allonak annyi oszlopa van, ahany sora van a jobb oldalon allénak. Ebben az esetben az
eredmény egy (n X 1) -es matrix, amiben az i-edik sor j-edik eleme gy all el8, mint a bal oldali matrix
i-edik sorvektoranak, illetve a jobb oldali matrix j-edik oszlopanak skalaris szorzata.

Példa:
1 -2 0 3
(5 1 -1 2)' 5:-24+1-14+(-1)-7+2-0 5-14+1-(-1)+(-1)-2+2-8
0 3 1 5

11 1:24(=2)+0-7+3-0 1-1+(=2)-(-1)+0-2+3-8
0:24+3:14+1:74+5-0 0-1+3-(-1)+1-2+5-8

O, DN

8

A matrixszorzas nem kommutativ, mint ahogy az alabbi egyszerii példa is mutatja:

G V(G 2= n)vsn (s 56 )= )

Viszont matrixokra nézve teljesiil az asszociativ tulajdonsag.
Tétel: A matrixszorzads asszociativ.
Bizonyitas:

Legyen A egy (n X k)-as, B egy (k x 1)-es, C pedig egy (I X t)-es matrix.

Ekkor (AB)C és A(BC) egyarant (n X t)-es méretii matrixok. Azt fogjuk belatni, hogy az (AB)C és
A(BC) matrixok els6 sordnak els6 eleme megegyezik. A tobbi elemre a bizonyitas atindexeléssel
ugyanigy mikddik.

Legyen A matrix i-edik sordnak j-edik eleme a;;, B matrix u-adik soranak v-edik eleme b, illetve C
matrix r-edik soranak s-edik eleme az c,..

Az AB matrix elsé sordnak w-edik eleme ¥, a;;b;,,, mig a C métrix elsé oszlopanak w-edik eleme
cyw1- Ezért az (AB)C matrix els6 soranak elso eleme

me:l (Cwl (Z?:l alibiw))'

BC matrix elsd oszlopanak i-edik eleme Y% _, b;,, c,p1, ezért az A(BC) matrix elsé soranak elsd eleme

Zi'(:l (ali(z\ﬁzzl biwcwl)) .

AYL_, (CW1 (3K, alibiw)) illetve a Y%, (‘111'(2’\:;:1 biwa1)) kifejezések egyenlék, mivel
mindkettoben az a,;b;,,c,1 alakll szorzatok vannak dsszeadva (mindegyik pontosan egyszer
szerepel). Ezzel a tétel allitasat belattuk. [

Matrixmiiveletek kapcsolata linearis egyenletrendszerekkel



A linearis egyenletrendszereket matrixos alakban is meg tudjuk adni, a régi jeloléseket hasznalva.

a1 Q12 Q13 0 Qip X1 b,
dz1 G2 G2z = Qzn | (X2 | _ [ by
ag1 Qg2 QAgz = Qgn Xn by,

Késobb majd azzal is foglalkozunk, hogy ha matrixos alakban van megadva az egyenletrendszer,
hogyan lehet automatikusan megoldast talalni.

Inverz

A matrixszorzasra nézve probaljuk meg megkeresni az egységelemet.
Erre jo jelolt az az (n X n)-es matrix, aminek féatlgjaban 1-esek allnak, a tobbi elem 0.
Jeloljiik ezt a matrixot E,-nel, és nevezziik el (n X n)-es egységmatrixnak.

Azért lett ez elkeresztelve egységmatrixnak, mert minden olyan A, B matrixra (ahol a szorzés
elvégezhetd), az alabbi igaz:

A-E,=A

E,-B=B
Azt az (n X k)-as matrixot, aminek minden eleme nulla, az (n X k)-as nullmatrixnak fogjuk hivni.

Megjegyzés: Ez egy természetes elnevezés, hiszen egy nullmatrix szorzata egy masik (megfeleld
méreti) matrixszal nullmatrix lesz. De ha két matrix szorzata nullmatrix, abbol nem kovetkezik,
hogy koziiliik valamelyik is nullmatrix lenne.

Mivel mar vannak egységmatrixaink, ezért van értelme a matrixok korében is ,,reciprokot” keresni. Ezt
inverznek fogjuk nevezni.

DEFINICIO: Az A € T™¥ matrix balinverze az A, € T, ha Ap - A = Ey. Az A € TV* matrix
jobbinverze az A; € T**", ha A - A; = E,,.

Nézziink egy példat inverzkeresésre:

Balinverz keresése:

EIEER

z 0 0 1
x+3a=1
{—x+4a=0
2x+5a=0



-y+4b=0
2y+5b=0
{z+3c=0

{y+3b=0

—z+4c=0
2z+5c=1
2x +6a=2
{2x—8a=0
2x+5a=0
(D —=({D):14a =2
2 1
A7
(ID — (I):—13a=10
a=0

Az egyenletrendszer nem megoldhatd, nincs balinverz.

Jobbinverz keresése:

X a

G p)=6 9
{x—y+22=1
3x+4y+5z=0

{ a—b+2c=0
3a+4b+5c=1
3x—3y+6z=3
{3x+4y+52=0

-7y+z=3
Két ismeretlen marad, ezért végtelen sok megoldas van. Ugyanez a helyzet a,b,c-re is.

Most tekintsiink egy négyzetes matrixot példaként:
1 2 3
-1 1 4
5 01

Balinverz keresése:

a—b+5c=1
{ 2a+b=0
3a+4b+c=0



{ a—b+5c=1
15a +20b+5¢c=0

{—14a—21b=1
2a+b=0

a=%

1 1 =1
%-{_ﬁ-l_ Cc =

S hse=1
28 T

A t6bbit ugyanugy szamolhatjuk.

Jobbinverz keresése:

1 2 3 a b c
SN
5 01 r s t
a+2x+3r=1
{—a+x+4r=0
S5a+r=0

{ a+2x+3r=1
—2a+2x+8r=0
{3a—5r=1
5a+r=0
{15a—25r=5
15+ 3r=20
—28r=>5

5

r:—%
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3a+ﬁ=1
3
3a=ﬁ
1
7728

Ha tovabb szamolunk, kijon, hogy a bal- és jobbinverz megegyezik.

Kérdés, hogy véletlen-e, amit most tapasztaltunk. Ezt mindjart megvizsgaljuk. Tegylik fel, hogy az A
négyzetes matrixnak van bal és jobbinverze is. Az eddigi jelolések mellett szamitsuk ki az

Ap - A A; szorzatot.
A matrixszorzas asszociativ, azaz akarhogy zardjelezhetiink:
Aj=(Ap-A)- A =4,-(A-4) = A
Tehat a négyzetes esetben a bal-és a jobbinverz (amennyiben mindkettd 1étezik) azonos egymassa.

Késobb az alabbi, altalanosabb tétel is bizonyitva lesz:
TETEL: Ha egy négyzetes matrixnak van jobbinverze, akkor van balinverze is, és ezek egybeesnek.

Természetesen analég médon igaz lesz, hogy ha van balinverz, akkor van jobbinverz is, és ezek
egybeesnek. Ezek alapjan a négyzetes matrixoknal bal-, illetve jobbinverz helyett elég lesz siman
inverzrol beszglni.

Vektorterek

Vesziink egy T testet (ebbdl valasztjuk majd a skalarokat). V lesz majd az altalunk vizsgalt vektorok
halmaza (joval bévebb, mint a kozépiskolai értelemben vett vektor).

A két- és haromdimenzios vektorokra vonatkoz6 miiveleti tulajdonsagokat fogjuk 6sszeszedni ahhoz,
hogy egy 1j algebrai struktarat (a vektorteret) definialjuk.

DEFINICIO (VEKTORTER): A V vektorokbdl dllé halmaz vektorteret alkot a T test folitt, ha az
alabbiak teljesiilnek:

Osszeadds axiomdi: van egy dsszeadds nevii miivelet (két vektor kozott értelmezziik), két V-beli vektor
osszege szintén V-beli vektor.

1. Kommutativ: a,b €V eseténa+b =b + q;

2. Asszociativ: a,b,c € V esetén (g + Q) +tc=a+ (Q + g);

3. Létezik nullvektor (jelolés Q), amire teljesiil, hogy minden v € V esetén v + 0 = v;

4. Minden V-beli vektornak van V-ben ellentettje, az eldbbi nullvektorra nézve.

Skaldrral valo szorzds axiomdi: mindenv € VésA €T esetén A-v €V
1. LueT,veVeseten A+u)-v=212-v+pu-v
2. AeT,ab€eVeseténi-(a+b)=21-a+21-b
3. AueT,veEVesetenr-p-v=2-(u-v)=@A-p-v



4. 1-gyel jelolve a T egységelemét, teljesiil, hogy mindenv €V-rel-v=v
Megjegyzés: az elobb leirt 8 tulajdonsag alkotja az un. vektortér-axiomdakat.

Példak vektortérre:

1. Kkét- és haromdimenzios vektorok R felett
n-dimenzids valos koordinataju vektorok szintén R felett (jelolés: R™)
n-dimenziés komplex koordinataja vektorok C felett (jelolés: C™)
Az (n X k)-as valos szamokkal kitoltott matrixok R felett (jelolés: R™¥)
Az (n X k)-as komplex szamokkal kitoltott matrixok C felett (jelolés: €¥K)

ok~ ™

A szohasznalattal kapcsolatos problémak:
1. askalaris szorzas nem keverendd Ossze a skalarral valo szorzassal
2. Nem szabad elfeledkezniink arr6l, hogy egy halmaz csak egy bizonyos test felett alkothat
vektorteret, ezért nem elég annyit mondani, hogy pl. a ,,kétdimenzids vektorok tere”, hanem
azt is hozza kell tenniink, hogy melyik test felett tekintjiik ezt

DEFINICIO (LINEARIS KOMBINACIO): A T test feletti V vektortérben adott vy, v,, ..., v, € V vektorok
egy linedris kombindcidja A vy + Ay - vy+... +A; v, €V (@hol 14,45, ..., €T).
Konnyen lathato, hogy ha 4, = 4, =...= A;, = 0, akkor a linearis kombinaci6 0 lesz.

Forditva nehezebb a dolog: probaljuk meg azt vizsgalni, hogy adott V-beli vektorok milyen linearis
kombinacidi allitjak eld a 0-t.

Sokszor vannak olyan eldallitasai a 0-nak, ahol nem csak a csupa 0 valasztasa miikodik, pl.
1-(1,2)+ 2 (0,4) + (1) - (1,1,0) = (0,0)

Ha a nullvektort ugy allitjuk el6 adott vektorok linearis kombinacidjaként, hogy minden skalart 0-nak
valasztunk, akkor trivialis eloallitasrol beszéliink.

DEFINICIO: Egy adott vektortérben vektorok egy kijelolt halmaza linedrisan fiiggetlen vektorrendszert
alkot, ha az ¢ linedris kombindciojaként a O csak trivialisan allithato eld.

Ha van a trivialistol eltérd eldallitas, akkor a vektorrendszer dsszefiiggo.

DEFINICIO: Egy adott vektortérben vektorok egy kijelolt halmaza generdtorrendszert alkot, ha az &
linearis kombindaciojaként a vektortér osszes eleme eléallithato.

DEFINICIO: Ha egy vektortérben egy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen és generdtorrendszer,
akkor bdzisnak nevezziik.

Nézziink néhany gyakorlati példat. E16szor is vizsgaljuk azt, hogy milyen modon donthetd el egy
vektorrendszerrdl (egy adott vektortéren beliil), hogy a benne szerepld vektorok linedrisan
fiiggetlenek-e. Mondjuk nézziik a térvektorok vektorterét a valos test felett, ahol el akarjuk donteni,
hogy lineérisan fiiggetlen-e a kdvetkez6 vektorrendszer:



(1,2,3),(—4,7,3),(2,-5,8).
Az alabbi egyenlet megoldésait kell vizsgalnunk:
x-(1,23)+y-(—4,7,3)+z-(2,-58) = (0,0,0)
Ez az egyenlet ekvivalens az alabbi lineéris egyenletrendszerrel:
x—4y+2z=0
2x+2y—5z=0
3x+3y+8z=0
Gauss-eliminaciot alkalmazva megoldjuk az egyenletrendszert:

6x +21y—15z=0
6x+6y+16z=0

{6x —24y+12z=0
[—1IL: =45y + 272=0
[I—1.:15y—31z=0

{ I'15y -9z =0
II'15y =31z =0

I'=11'"22z=0
x=0
y=0

Tehat a példabeli vektoraink linearisan fiiggetlenek.

Most nézziink példat generatorrendszerre is. Generatorrendszert alkotnak a sikvektorok kdrében (a
valos test felett) pl. az (1,0), (0,1) vektorok. Egyébként barmely két nem parhuzamos sikvektor is jo
lenne példanak. Vegyiik észre, hogy ez a példa bazist is szolgaltat.

Altalanositsuk ezt a példankat, amikor tobb koordinata van (mondjuk RY-ben). Az RN -beli standard

bazis a kovetkez6képpen néz ki:
LYY [o) (o)
0 1 0
1

YA

A standard bazisrol konnyt ellendrizni, hogy tényleg rendelkezik a bazistulajdonsagokkal.

Bazisok elemszama, a dimenzi6 fogalma



Egy vektortérnek altalaban sok bazisa van, de ezeknek lesz egy fontos kozds tulajdonséaga.
TETEL: Adott vektortérben barmely két bazis azonos elemszamii.
Megjegyzes: ezt a kozos elemszamot nevezziik a vektortér dimenzi6janak.

SEGEDTETEL: Ha egy linedris egyenletrendszernek (a valos vagy a komplex testben) pontosan egy
megoldasa van, akkor az egyenleteinek szama nem lehet kisebb, mint az ismeretleneinek szama.

Bizonyitas:

Azt fogjuk belatni, hogy amennyiben egy linearis egyenletrendszerek pontosan egy megoldasa van,
akkor a Gauss-eliminacié soran minden egyes lépésben az ismeretlenek szama pontosan eggyel
csokken. Tegylik fel ugyanis indirekt, hogy a Gauss-eliminacioé soran valamelyik 1épésben legalabb
kettével csokkent az ismeretlenek szama. Legyen "x;" és "x," két kies6 ismeretlen. Ha ez a kettd
egyszerre kiesik, akkor minden egyenletben az "x;" és "x," altal meghatarozott rész A - (; - x; + @y -
X,), ahol A valamilyen konstans (lehet 0 is), @ és a, pedig valamilyen nullatol kiilonb6z6 konstansok
(hiszen csak igy eshet ki egyszerre "x;" és "x," is). Ekkor azonban (a; - x; + a5 - x3), egy (j
ismeretlennek tekintheté (mondjuk legyen ez y), és igy az eredeti egyenletrendszernek egynél tébb
megoldésa lenne, ami ellentmondas.

Ha pontosan egy megoldas van, akkor tehat a Gauss-eliminacio végére egyetlen ismeretleniink marad
(aminek az értékét itt le tudjuk olvasni), és legalabb egy egyenletiink, amiben csak ez az utolso
ismeretlen szerepel. Mivel az eliminacié minden egyes 1épése soran legalabb eggyel csokkent az
egyenletek szama, és pontosan eggyel az ismeretleneké, ezért vilagos, hogy eredetileg legalabb annyi
egyenlet volt, mint amennyi ismeretlen. l

TETEL: Adott vektortérben barmely két bazis azonos elemszamu (csak arra az esetre bizonyitjuk,
amikor a vektortérben van véges sok elemii bazis).

Bizonyitas:

Legyen fi, f2,..., fi egy véges sok elembdl all6 bazis az adott vektortérben, és legyen g1, 92,---, gn
egy masik bazis. Megmutatjuk, hogy k = n. Tekintsiik a

0=2A - f1+2Ay- fo+...+A; - fi, egyenletet, ahol a A skalarok az ismeretlenek. A bazis definicioja
miatt az egyetlen megoldas A; = A, =...= A, = 0. irjuk le az el6z6 egyenleteinket a g vektorok
segitségével. Allitsuk el8 az f-tipust vektorok mindegyikét a g-tipustiak linearis kombinacidjaként,

legyen: fi = a;1 " g1 + @iz " g2+ +ain " G-

Ezekkel a jelolésekkel

9: (7\1'a11+)\2'a21+}\3'a31+...+}\k'ak1)'&+



+(}\1 ' a12 +}\2 " azz +}\3 " a32+...+}\k ' akz) '&'l’ A

+()\1 ' aln + )\2 : azn + )\3 : a3n+... +Ak : akn) * &

Mivel a g-tipusu vektorok bazist alkotnak, ezért itt a zardjelekben az egyiitthatok mind nullak. Tehat a

zardjelekbdl kiolvashatunk egy n egyenletbdl alld, k-ismeretlenes linedris egyenletrendszer, aminek
pontosan egy megoldasa van. igy a segédtétel miatt k > n.

Viszont az f-tipusti vektorok és a g-tipusti vektorok szerepcser¢jével ugyanigy kijon az is, hogy k <
n. Ebbél kovetkezik, hogy k = n. ||

Determinansok

Négyzetes matrixokhoz fogunk rendelni bizonyos értékeket. Ehhez sziikségiink lesz a permutacio
fogalmara, és a permutaciokat is majd két csoportba fogjuk sorolni.

DEFINICIO (PERMUTACIO): Megkiilonboztethetd elemek egy sorbarendezése.

Koénnyen ellendrizhetd, hogy n db elemnek n! db permutacidja van (n! =1-2-...-n).

Sziikségiink lesz az inverzio fogalmara:

crer

(inverzios part alkot), ha a nagyobb megelézi a kisebbet.

Példa: n = 5,H = {1,2,3,4,5}, legyen egy permutécio 4,1,5,3,2.
Inverzios parok: {4,1},{5,3},{3,2},{5,2}, {4,2}, {4,3}.

Az inverziok esetében arra lesziink kivancsiak, hogy egy adott permutacidoban paros szdmu vagy
paratlan szamu inverzi6 (azaz inverzios par) szerepel. Ez alapjan azokat a permutaciokat, amikben
paros sok inverzio van, parosnak, amikben paratlan sok inverzié van, paratlannak nevezzik.

Az elobb bevezetett fogalmakat négyzetes matrixok esetén fogjuk hasznalni.

Legyen adott egy (n X n)-es matrix. Ebbdl valasszunk ki n db mez6t Gigy, hogy semelyik kettd se

essen azonos sorba, vagy oszlopba. Ha ezt ugy csinaljuk, hogy soronként haladunk és mindig egy-egy
elemet valasztunk ki, akkor minden egyes kivalasztott mezd utan egy oszlopot is elhasznalunk. Kicsit
atfogalmazva ez azt jelenti, hogy kivalasztjuk az a; p(1), @2 p(2), - - -» Anp(n) €lemeket a matrixbol, ahol

p(1),p(2),...,p(n) egy permutacidja az {1,2,3,..., n} halmaz elemeinek. Haladjunk végig az



crer

a1,p(1) A2,p(2) - - -» An,p(n) €lEMeket, a kapott szorzatot szorozzuk 1-gyel, ha az aktualis

(oszlop)permutacio paros volt, egyébként (-1)-gyel. Az igy kapott el6jellel ellatott értékeket 6sszeadva
kapjuk meg a determinans értékét.

Példak:
1. n=1,A=(5) - det(A) =det(5)=5

i g) 5 1-1-5+(-1)-3-4=-7

114D+ Q- D5+ D (ED-3-1)+1-((-D-(-D-2)+1
(2:3:5)+(-1)-(24:2)=4+5+3+2+30—16 =28

crer

ha sorokra csinalnank ugyanezt. Megmutatjuk, hogy akkor is ugyanaz az érték jon ki.

Ki kell vélasztanunk @, (1), @2 p(2), - - -» Anp(n) €lemeket a matrixbol, ahol p(1), p(2),...,p(n) az
{1,2, ..., n} elemeinek egy permutacidja. Ha mondjuk p(i) és p(j) inverzidban all egymassal, akkor i <
j és p(i) > p(j). Ha most oszloponként felirnank a kivalasztott elemeket, akkor az eredeti értelemben
is egy inverzios part kapnank. Ugyanigy, ha p(i) €s p(j) nem all inverzidban, akkor p(i) < p(j) és

i < j.Illyenkor ismét oszloponként felirva a kivalasztott elemeket, az eredeti értelemben sem
alkotnanak inverzids part.

Tehat az “0j” értelmezésiinknél (ahol a sorokat permutaltuk) minden permutaciéhoz ugyanannyi
inverzio tartozik, mint a régi (oszlopos) értelemben tartozott volna, ezért a determinans értéke
ugyanannyi lenne.

Determinansok tulajdonsagai:

1. Ha a négyzetes matrixot A-vel szorzunk, akkor a determindansa A™-szerese lesz (n a sorok és
oszlopok szama).

Bizonyitas: Ez nyilvanvaloan igaz, hiszen minden 6sszeadando tag A™-nel szorzodik.



2.

3.

4.

Egy determinans kéttagu dsszegre beoszthato sor- vagy oszlopvektorai szerint az alabbi
modon:

X1+ Y1
X2t Y2
det| vmi x3+y; méguvmi

le + yn
X1

B4
X V2
=det| vmi x3 mégvmi |+det| vmi y; mégvmi

Xn Yn

Ez a disztributivitas miatt igaz (ki lehet emelni), azaz: (x+y)-z=x-z+y-z

Megjegyzés: a 2. tulajdonsag persze hasonloan sorokra nézve is igaz.

Ha a négyzetes matrixban van két azonos sor (vagy két azonos oszlop), akkor a determindansa
nulla.

Bizonyitds:

Legyen két azonos oszlopunk. Azt fogjuk megnézni, hogy ha a bal oldali kitiintetett
oszlopunkbol vesziink ki x;-t, a jobb oldali kitiintetett oszlopbol x;-t, valamint még (n — 2) db
megfeleld elemet az elbirasok szerint, akkor az ebbdl kapott eldjelezett szorzat hogyan
viszonyul ahhoz, amit abbol kapunk, ha a bal oldalibol x;-t, a jobb oldalibol x;-t, €s a maradek
(n — 2) db elemet pedig ugyantugy valasztjuk. Ki fog deriilni, hogy két ilyen eldjelezett
szorzat egymas ellentettje.

Ahhoz, hogy az el6z6t belassuk, elég megmutatni, hogy két elem cseréjekor egy permutaciod
paritasa megvaltozik. Ha két szomszédos elemet cseréliink ki, akkor az inverziok szama 1-
gyel valtozik, tehat ekkor igaz az allitas. Ha két nem szomszédos elemet cseréliink ki,
mondjuk a-t és b-t, és kozéjiik k db elem esik: 6sszesen k + (k + 1) db szomszédos
parcserével érhetd el, hogy a és b helyet cseréljen. Mivel k + (k + 1) = 2k + 1 paratlan, ezért
a paritas megvaltozik.

Ha egy négyzetes matrixban felcseréliink két sort (vagy felcseréliink ket oszlopot), akkor a
determinans érteke az ellentettjére valtozik.

Bizonyitas:

Cseréljiink ki mondjuk két sort: Az eldbbiek alapjan egy adott (xi, yj) parra nézve (amik
kiilonb6z0 sorba esnek) a sorcsere annyit jelent, hogy minden olyan szorzatban, ahol x; €s y;

is szerepel, az eldjelezés megvaltozik. Ezért a determinans is az ellentettjére valtozik a csere
utan.



5. Ha egy négyzetes matrix egy sorahoz hozzaadjuk egy masik sor konstansszorosat (vagy egy
oszlopahoz egy masik oszlop konstansszorosat), a determinans nem valtozik.

Bizonyitds:

Adjuk hozza (az egyszeriibb jelolés kedvéért) az elsé oszlophoz a masodik A-szorosat:

det (01 + Ady, 04,03, ..., on) = det (01, 05,03, ...,an) + det (102,02,03, ...,an) =
= det (01:‘72:‘73:---;071) +A-det (02, 05,03,. ..,O'n):

:det(ﬁ,@,@,...,an)..

Kifejtés és ferde Kkifejtés

ELOJELES ALDETERMINANS FOGALMA: A4 négyzetes matrix i-edik sordt és j-edik oszlopat kivagjuk. Az
igy kapott (eggyel kisebb méretii) négyzetes matrix determindansat (—1)"*7 -gyel szorozzuk. Az igy
kapott eldjeles érték az eredeti négyzetes matrix i-edik soranak j-edik oszlopahoz tartozo eldjeles
aldeterminansa.

Jelolés: Ha A az eredeti matrix, akkor az i-edik sor j-edik eleméhez tartozo eldjeles aldeterminanst
A;j-vel jeloljiik.

Peélda:
1 3 5
A= (2 9 0)
7 8 6

Ay = (=DM det (2 g)

Ay = (=112 - det (? (6’)

KIFEJTESI TETEL: Tetszbleges négyzetes matrix determinansa kiszamolhato ugy, hogy egy adott sor
vagy oszlop szerint kifejtiink, ami azt jelenti, hogy az adott sorban vagy oszlopban minden egyes
elemet megszorzunk a neki megfeleld eldjeles aldeterminanssal, és a kapott értékeket dsszeadjuk.

Bizonyitas (kifejtési tétel):

Az els6 sorra fogjuk csak belatni, a tobbi sorra, illetve oszlopra ugyanigy menne a bizonyitas. A
szokasos jeloléseket hasznaljuk. Be kell latni, hogy detA = a4 - A1 + a2 - A1a+...+a1n - Ain -
Megmutatjuk, hogy mindkét oldalon ugyanazok a szorzatok szerepelek, méghozza ugyanolyan
elgjellel. Legyen az aqy - A1 az egyik dsszeadandoé tag a jobb oldalrol. Itt olyan szorzatok fordulnak



eld, amikben aqy, @z q(1), A3q(2) - - - An,g(n-1) Szorzétényezdk szerepelnek, ahol q(1),q(2),...q(n —
1) az {1,2,...,n}\{k} halmaz elemeinek egy permutacioja all, és az ilyen szorzatokat kell eléjelezni.
Tekintsik a q(1),q(2),...,q(n—1) és a k,q(1),q(2),...,q(n —1) permutaciokat. A masodik
esetben (k — 1)-gyel tobb inverzios par van, mint az els esetben. Minden szorzathoz tartozik még
egy eldjel is, ami (—=1)**1. A (k—1) és (k+ 1) paritasa azonos, ezért az eldjelezés is mindkét
oldalon megegyezik, és ezt kellett belatni. l

Példa a kifejtésre:

51; 5 _63 i 7 6 1 8 6 1
det =1-(-D-det| 3 5 9|+2-(—D™%-det{2 5 9|+
2 3 59 -2 3 7 1 3 7

1 -2 3 7

8 7 1 8 7 6
+(=3)- (—1D)*3 - det <2 3 9) +5-(—1)** - det (2 3 5).
1 -2 7 1 -2 3

FERDE KIFEJTESI TETEL: Ha két kiilonbozé sort (vagy oszlopot) vesziink és az egyik sor (vagy oszlop)
elemeit rendre végigszorozzuk a masik megfeleld elemeihez tartozo eldjeles aldeterminansokkal, és a
kapott szorzatokat ésszeadjuk, akkor eredménykent 0-at kapunk.

Ferde kifejtési tétel bizonyitasa:

Vegylik az A négyzetes matrixot, és modositsuk Ugy, hogy a j-edik soraba atmasoljuk az i-edik sorat.
Legyen a modositas utan kapott matrix A’.
det A’=0, mivel van két azonos sor az A’ matrixban.

Ugyanakkor a j-edik sor szerint kifejtve det A’=a’j; - A'j; +a'j; - A'jp + -+ a'jp - Al =

= a'j1 ' A]1 + a'jz ' A]2+ e +a'jn ' A]n = ajl : A]l + ajz ' A]Z +... +ajn . A]n I

Példa a ferde kifejtésre:

1 -2 1
det( 5 —4 3)
-2 1 2

=1-(-1)"*2 - det (

1 1
5 3

5 3 1 1
-2 2 -2 2

)==-(10-(-6)) +3-(2-(-2)) -2-(3-5) =0

)+3- (12 det () +2-(=1)%*2

-det(



DETERMINANSOK SZORZASTETELE, INVERZ LETEZESE

DETERMINANSOK SZORZASTETELE: Azonos méretii A és B négyzetes mdtrixokra teljesiil, hogy
det(AB) = (det A) - (det B).

Elsé bizonyitas (triikkos):
Vegylik el8szor észre azt, hogy ha C € R™",D € RS* négyzetes matrixok, akkor

C 0

C barmi
det( barmi D

0 D ) =det C - det D, és hasonldan det(

) =det C -detD.

Legyenek most A és B azonos méretii, (n X n)-es négyzetes matrixok.

detA-detB =det| . p|azeészrevételink miatt. Determinanstarto atalakitasokkal nullazzuk ki
n

a jobb also blokkot (tehat a B helyét).

Mivel B - (—E,) + B = 0, ezért a jobb felsd blokk az atalakitasok utan 0 + A - B = AB lesz.

Az 0j matrix (_A AB

. AB A
E 0 ), ebbdl n db oszlopcserével kapunk egy olyan matrixot, hogy ( 0 ),
n

_ETL
aminek determinansa det(—E,,) - det(AB) = (—1)"™ - det(AB).

Minden oszlopcserénél elgjelvaltas tortént, ezért det(AB) = det(A) - det(B).

Masodik bizonyitas (kozvetlen szamolassal):
Az {1,2,...,n} halmaz elemeinek tetsz6leges p(1), p(2), ..., p(n) permutacidja esetén legyen

€p(1),p(2),...pn) €rt€ke (+1) vagy (-1) attol fliggben, hogy a szoban forgd permutacid paros, illetve
paratlan.

Ez alapjan a detA-detB szorzat ugy irhat6 fel, hogy

(2 euu@,um * u)  Q2u@ " Anum) (2 € e@).tm * Prey “bae@) * - uem);
ahol a szummak az Gsszes lehetséges permutacion futnak végig.

Legyen C = AB. Ugyantgy, mint fent is lattuk, a szokasos jel6lésekkel detC értéke éppen

2 €r(1)r(2),..r(n) " CLr(1) " €272 " " Cnr(n)s

ahol a szumma szintén a lehetséges permutaciok szerint fut végig.

Mivel C=AB, ezért az el6z6 éppen

2 er),r2),.rm) (Z?=1 A’ bi,r(l)) ) (Z?=1 az;-: bi,r(z)) T (Z?=1 n,i* bi,r(n))



alakban irhato. Itt, ha mindent mindennel 6sszeszorzunk, akkor azt kapjuk, hogy az

€r(1),7(2),..7() Mu) " bu)r1)' Q2u2) * Pu@)r@) - num) - bum)rm)

tipusu kifejezéseket kell 6sszeadnunk, ahol az (r(1),7(2), ..., r(n))-nel végigfutunk az {1,2,...,n}

crer

Vizsgaljuk meg, mi torténik akkor, ha az u(i) szamok ko6zott van két egyenld, legyen mondjuk a
konnyebb indexelés kedvéért u(1)=u(2)=u.

Ebben az esetben, rogzitett r(1), 7(2), ..., r(n) permutacié mellett
€r(1),r(2),..r () Ou " Pur) G2 Dur2) @3,u@3) * bu@)r@) - num) * Pum)rm
értéke éppen ellentettje lesz

€r(2)r(1),r(m) M " Pur) Q2u * bur) @3,u@) * bu@)r@)- tnum) * bum)rm
értékének. Ugyanigy jarhatnank el barmely két u(i) egyenloségének esetében.

Ez tehat azt jelenti, hogy det(AB) kiszamitasakor azok az 6sszeadandé tagok mind nullaszor
szerepelnek, melyeknél valamelyik két u(i) megegyezik. Ezért det(AB) ugy is irhat6, mint az

€r(1),r(2),..r(n) Au(1) * Pu)r(1)' @2u2) * Pu@)r@) - tnum) - bum)rm)

tipusu kifejezések osszege, ahol (r(1),7(2), ...,r(n))-nel, és az (u(1), u(2), ..., u(n))-nel is

crcr

Visszatérve detA-detB-hez, ott elvégezve a szorzast (mindent mindennel szorzunk),

eu(Du2),.u() A1) * A2u2) " Anun) €e(1),t(2),..t(n) Prer) * P2,e2) * " Pren)

tipust 6szeadandoé tagokat kapunk, ahol (t(1), t(2), ..., t(n))-nel, és az (u(1), u(2), ..., u(n))-nel is

crcr

det(AB) kiszamolasanal lattuk, kapjuk, hogy ezek az 6sszeadandoé tagok éppen

u(1) (2, t(n) €L (1),£(2),...t () ALu(1) Du(n) t(u(n)) F2.u@) Pu(@),t(u(@) + Ana(m) Ducn),t(um))
alakuak lesznek.

Annyit kell mar csak belatnunk, hogy amennyiben

t(u(l))=r(1), t(u(Z))=r(2), . t(u(n))=r(n) teljesiil, akkor

(1) u(2),..u(n) €t(1),t(2),..t (M) =€r(1),7(2),...r(n)> hiszen ez éppen azt jelenti, hogy mindkét oldalon
minden 6sszeadand6 tag (ami nem esett ki ) ugyanolyan tipusu, és ugyanolyan eléjellel szerepel.

Azt kellene tehat belatni, hogy az {1,2,..., n} halmaz elemeinek tetszbleges (t(1),t(2),...,t(n)) és
(u(1),u(2),...,u(n)) permutacioja esetén teljesiil, hogy

Cu(1)u(2),..u(n) €t(1),t(2),..t () ~Ct(u(1)),t(u(2)),...t(u(n))

Amennyiben t(1)=1, t(2)=2, ...., t(n)=n, akkor ez kdnnyen lathat6 modon teljesiil. Azt fogjuk
megmutatni, hogy ha a (t(1), t(2), ..., t(n)) permutaciot ugy modositjuk, hogy két elemet cseréliink, ez



a tulajdonsag megmarad. Ez mar bizonyitja az allitdsunk helyességét, hiszen alkalmas cserékkel
barmely permutaciohoz eljuthatunk.

Amennyiben a t(i) és t(j) helyét megcseréljiik (i#)), akkor a bizonyitand6 bal oldalan all6 szorzat az
ellentettjére valtozik. Egyértelmiien l1étezik két olyan kiillonb6z6 a és b szam az {1,2...., n} halmazban,
melyekre i=u(a) és j=u(b). Ekkor a jobb oldalhoz tartozd permuticioban t(u(a)) és t(u(b)) helye
felcserélddik, ezért a jobb oldal is ellentettjére valtozik. Ezzel a bizonyitasunk teljes. l

Invertalhatésag

Visszakanyarodunk kicsit a négyzetes matrixok inverzéhez. Belatjuk az alabbi tételt:
TETEL: Egy négyzetes matrix pontosan akkor invertilhato, ha determindnsa nem 0.
Bizonyitas:

Két iranyt kell igazolnunk.

I. Ha det A # 0, akkor a szokéasos jelolésekkel készitsiik el az

Ajr Ay Az o Apg
Ajp Azz Az
A=

A13 A23

\i., )

matrixot, melynek elemei A eldjeles aldeterminansai, szokasoshoz képest forditott indexeléssel.
Ekkor

11 Gz1 431 7 Am Ay Azr Az o Am
Q12 dzz 0433 A12 Azz A32

A-A"=| a1z d | Az Aps =
QAin Ann Aln Ann

det A 0 0 0
0 detA 0 0
. O

0 0 0 detA

Az (A - A") matrix fétatlojaban a kifejtési tétel miatt végig det A szerepel, mig a ferde kifejtési tétel
miatt ugyanebben a matrixban a tobbi elem mind nulla. Ez alapjan



1 L ‘
(det 4 A ) matrix éppen az A inverze.

II. Tegyiik fel, hogy az A négyzetes matrix invertalhato, legyen az inverze A1, ekkor tehét
E, = A- A~ Vegyiik mindkét oldal determinansat, és alkalmazzuk a determinansok

szorzastételét: det(E,) = det (A) - det (A™1), amibél vilagos, hogy det A = 0. ||

NEHANY EKVIVALENS TULAJDONSAG INVERTALHATO MATRIXOKRA

TETEL: Egy A négyzetes mdtrixra az alabbi dllitasok egyenértékiiek (ekvivalensek):

(i)detA+0

(ii) A sorai fiiggetlenek

(iii) az olyan x oszlopvektorokra, amelyeknek annyi koordindtdja van, ahdny sora van A-nak, az
Ax = 0 egyenletnek x-ben pontosan egy megolddsa van (az itteni 0 is ugyanolyan hosszu, mint x).
(iv) 4 invertalhato

Bizonyitas:

Azt mar korabbrol tudjuk, hogy (i) és (iv) ekvivalens. Azt fogjuk belatni, hogy (i), (ii) és (iii)
ekvivalens. Ez ugy fog térténni, hogy bebizonyitjuk, hogy a (iii)-asbol kévetkezik az (i)-es, az (i)-
esbol a (ii)-es, illetve a (ii)-esbdl a (iii)-as.

Elso 1épés ((iii)-bol kovetkezik (i)):

El6szor induljunk ki tehat a (iii)-asbol. Probaljuk meg ezt leforditani az egyenletrendszerek nyelvére
(ajeldlések a szokasosak):

a1 Q12 0 Qip X1 0
Az1 Q2 = Aap | (X2 | _[O
Ap1 QAp2 *° App Xn 0

Ha (iii) teljesiil, akkor az alabbi egyenletrendszernek van (pontosan egy) megoldasa:
a11x1+. ‘e +a1nxn = 0
Ap1X1+... +apnx, =0

Akarmilyen konstansokat is irnank a jobb oldalra, a modositott egyenletrendszernek ugyanugy létezne
megoldasa (hiszen a Gauss-eliminacié az egyiitthatokra nézve ugyanugy fut le):



a11x1+. . +a1nxn = b1
A1 X1+ Fappx, = by,

Ebbdl kovetkezik, hogy A invertalhatd, hiszen a jobb oszlopvektort rendre a standard bazis elemeinek
valaszthatjuk, és mindig kapunk megoldast. Viszont azt tudjuk, hogy az invertalhat6 négyzetes
matrixoknak nem lehet nulla a determinansa, ezért a (iii) maga utan vonja (i)-et.

Masodik 1épés ((i)-bol kovetkezik (ii)):

Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan A négyzetes matrix, amire det A # 0, és a matrix sorai
Osszefiiggdk. Determinanstarto atalakitasokkal (itt sorhoz adva masik sor konstansszorosat) az
Osszefliggdség miatt elérhetd, hogy legyen csupa nulla sor a matrixban. Ekkor viszont det A = 0
lenne, ami ellentmondas.

Harmadik 1épés ((ii)-bol kovetkezik (iii)):

Az Ax = 0 egyenletet visszairjuk linearis egyenletrendszerré (a szokasos jelolésekkel):

a11x1+. . +a1nxn = 0
Ap1X1+...+apx, =0

A feltételek szerint az (a11,@12,..., A1n), (A21,A22, -+, A2p), - -+, (An1, Anz, - - -, Apy) VEKtOrok
fiiggetlenek. Ezek egy n-dimenzids vektortér vektorai, hiszen n db koordinata van.

Ez tehat egy bazisa az adott n-dimenzids vektortérnek, jelolje az egyes vektorokat v4, v,..., v,.

AZ x4, x5, ..., x,, iIsSmertleneket tartalmazé oszopvektor legyen x.

Tehat a feltételek szerint vy - X= v, - X=v3 * X=....=1, - X=0.

Allitsuk el6 az (1,0,0,...,0) vektort a vy, v,, ..., v, vektorok linearis kombinaciojaként. Mivel
Vq,Vq,..., U, generatorrendszer, ezért ez biztosan megtehetd, tehat vannak olyan 14, 4,,..., 1,

egyitthatok, melyekre 4,01 + v, +... +4, v = (1,0,0,...,0).

S6t, ezek a A4, A5, ..., A, szamok egyértelmiiek. Ugyanis ha lenne még egy ilyen szam n-esiink,
mondjuk a A,",4,',..., A, szamokbdl, akkor

/11171 + /12172 +... +An17n = Allvl + Azlvz +... +An,vn, ami atrendezve

(/11 - 11')171 + (Az - /12’)172 +... +(ATL - An,)vn = g Ienne, viszont a V1,V3,...,Un ﬁiggetlensége

miatt itt minden egyiitthatonak 0-nak kell lennie. Ezért A, = A,", 4, = 1,',..., 1,, = A,;/, ahogy azt
allitottuk.



Tehat pontosan egyféleképpen talalunk egyiitthatokat, melyekre

My + v+ A0 = (1,0,0,...., 0) teljesul.

Ha mindkét oldalt skalarisan szorozzuk az ismeretleneket tartalmazé oszlopvektorral, akkor az alabbit
kapjuk:

(Aavs + 2vp+... 42,0 %= (1,0,0,...,0)-

A jobb oldal egyenl6 x;-gyel, amire a fenti egyértelm{ el6allitas miatt egyértelmi (azaz pontosan
egy) megoldast kaptunk. Természetesen ugyanigy belathato, hogy a tobbi x;-re is pontosan egy
megoldast kapunk. [|j

Fontos megjegyezniink, hogy ebbdl a tételb6l mar kdvetkezik, hogy négyzetes matrix inverze
egyértelmii (vagy nincs, vagy pontosan egy darab van).

Sajatvektor, sajatérték

DEFINICIO (SAJATVEKTOR, SAJATERTEK): Az (n X n)-es A matrix sajatvektora az (n X 1)-es v (# 0)
vektor, ha valamilyen A (komplex vagy valés) szamra A-v = A-v . Az adott v (# 0) sajdtvektorhoz

tartozo A a sajatértéke v-nek.

Konnyen lathato, hogy adott sajatértékhez tartozo sajatvektorok egy vektorteret (iin. sajatalteret)
alkotnak. Ehhez elég leellendrizni, hogy a skalarral valo szorzas és az dsszeadas nem visz ki a
halmazbol.

Legyen v és v’ az A sajatvektora a A sajatértékkel, azaz A-v = 1- v, valamintA-v' = 1-v'.

Ekkor A(av) =a-A-v=a-1-v =21 (av), valamint

A(w+v") =Av+ Av' = v + ' = A(v + v'), ahogyan allitottuk.

Tekintsiink most példaként egy (2x2)-es matrixot, és probaljuk meghatarozni a hozza tartozo
sajatvektorokat, illetve sajatértékeket.



Példa:

-G

A definici6 alapjan a sajatvektorra és a sajatértékre nézve az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

e 1D6)=2()

Ez ekvivalens az alabbi egyenletrendszerrel:

{x+2y=7\x
2x+y=2Ay

Ez igy még kellemetlen, mert a A értéke még nincs meg. Az a kérdés, hogy miként lehetne A lehetséges
értékeit meghatarozni.

Altaldnosan annyit tudunk, hogy

A-

<

= 1- v, ami atrendezve

A-

<

—Av=0
Szorzatta alakitva a bal oldalon kapjuk, hogy

(A—A'En)!:Q-

Legyen (A—A-E,) = B.

A Bv = 0 egyenletnek egy megoldasa mindig van, méghozza a trivialis v = 0. Ha talalunk
sajatvektort, akkor — 1évén, hogy a 0 hivatalbol nem szamit sajatvektornak —, a Bv = 0 egyenletnek
tobb megoldasa is van.

Ezért tehat ha létezik sajatvektor (ami definicio szerint nem lehet nullvektor), akkor sziikségképpen
detB =0, igy det(A —1-E,) = 0.

Ez az 0sszefiiggés mar segit hatékonyan kisziirni a lehetséges sajatértékeket.

Ezen észrevétel utan térjiink vissza most a példankhoz:

a=(; 9)
(,4—,1-152)=(1;’1 131)
det(lg)l 131)20



1-1)?-22=0
1-21)*=4
1—A=2,ekkoriA=-1
1—-A1=-2,ekkor1 =3

L 1=-1

G D6)=6)

{x+2y=—x
2x+y=-y

{2x+2y=0
2x+2y =0

Az itteni sajatvektorok (_xx) alakuak.

I.1=3

1 2\ (X _ (3x
(2 1) (y)_(3y)
x+ 2y =3x
2x+y =3y
—2x+2y=0
2x—2y=0
2x—2y=0
2x—2y=0

Az itteni sajatvektorok (ﬁ) alakuak.

Karakterisztikus polinom

A fentiekben megismert det(A — AE,) kifejezés a A-nak egy n-edfokt polinomja, aminek az algebra
alaptétele miatt n darab komplex gyoke van. Ezt a polinomot az A négyzetes matrixhoz tartozo
karakterisztikus polinomnak nevezziik.

Osszefoglalva, altaldnosan kideriilt az alabbi dsszefiiggés (ami megkonnyiti sajatvektorok keresését):

TETEL: A négyzetes mdtrix sajatértékei gydkei a matrixhoz tartozo karakterisztikus polinomnak.



A linearis algebra néhany geometriai alkalmazasa

Tétel: Két, sikban megadott Q1 (x1, 1) és Q, (x5, y,) ponton atmend egyenes egyenlete:

x y 1
det<x1 Vi 1)=0

X, y2 1

Bizonyitas: Barmely sikbeli egyenes egyenlete ax+by-+c=0 alakra hozhato, ezért kézenfekvonek tiinik
az egyenes egyenletét

x y 1
det <r s t ) = ( alakban keresniink, ahol r,s,t,u,v,w valamilyen konstansok, ¢€s x, illetve y
u v ow

a valtozok. Ez azért idedalis valasztas, mert ha az itt szereplé determinanst kiszamoljuk, éppen egy
ax+by+c alaku kifejezést kapunk.

A kérdés az, hogy miként érdemes megvalasztani az r,s,t,u,v,w konstansok értékét.

Tudjuk, hogy az egyenes egyenletébe x=x;-et, y=y; -et helyettesitve, nullat kapunk. Ugyanigy az
egyenletbe x=x,-t, y=y,-t helyettesitve, szintén nullat kapunk.

Tudjuk azt, hogy ha egy négyzetes matrixnak van két azonos sora, akkor determinansanak értéke
nulla. Ez alapjan

x y 1
det <x1 V1 1) = 0 tényleg a szoban forgod egyenes egyenlete lesz.
X2 Y2 1

Megjegyzés: Hasonloan lathatd be az el6z6 eredménylink térbeli altalanositasa:

Tétel: Térben harom adott ponton, a T; (x4, V1, 21), @ T2 (X2, V2, Z2), és a Tz (x3, Y3, z3) pontokon
atmeno sik egyenlete:

x vy z 1

det oy a1 =0
Xp Y2 Zp 1
X3 y3 z3 1



A fentiekhez hasonldan a korre, illetve a gdmbre vonatkozdan is készitlink determindnsos
egyenleteket. A kdzépiskolaban tanult kdregyenlet gy néz ki, hogy

(x —u)? + (y — v)? = r?, ahol (u,v) a kdr kdzéppontja, és r a sugara. Persze ha ezt megszorozzuk
egy nullatol kiilonbozo konstanssal, és elvégezziik a négyzetre emeléseket, akkor a rendezés utan
kapott egyenlet ugyanazt a kort irja le. Tehat egy kicsit altalanosabban a koregyenletek olyan alakuak,

hogy

A(x? +y?) + Bx + Cy + D = 0 (fontos, hogy x?2 és y? egyiitthatéja azonos marad a konstanssal valo
szorzast kdvetden is).

Tétel: Harom adott ponton, Py (x4, y1)-€n, P,(x2,v,)-n, P3(x3,y3)-on athaladé kor egyenlete

x2+y? x oy 1\
det|x12+y12 x 1

X2 +y? x v, 1
32 +y3? x3 yz 1

Bizonyitas:

Ugyanugy jarunk el, mint az egyenes egyenleténél. Eszrevessziik, hogy az egyenletet célszer(i

x2+y2 x y d
det Z 157 ‘; g = 0 alakban keresni, ahol x és y a valtozok, a tobbi betli pedig valamilyen
i j k h

konstanst jelol. Ez azért célszert valasztas, mert az itteni determinans kifejtve éppen

A(x% + y?) + Bx + Cy + D alaku lesz. Tudjuk, hogy a kir mely hdrom ponton megy at, tehét ezeket
az egyenletbe helyettesitve nullat kell kapnunk. Ismét felhasznalva a determindnsok azon
tulajdonsagat, hogy amennyiben van két azonos soruk, akkor értékiik nullaval egyenld, kapjuk, hogy

x2+y2 x oy 1
det| XIz +Y1z X1 Y1

X7+ y2° Xy Yo

x32+y3? x3 ys 1

| = 0 valoban a széban forgo kor egyenlete.

Megjegyzés: Ha a pontok egy egyenesen vannak, akkor a determinans értéke automatikusan nulla
(hiszen ekkor Osszefiiggdek a sorok), tehat a semmitmondo, 0=0 egyenletet kapjuk.



Jobbrendszerek, vektorialis szorzas

Azt fogjuk mondani, hogy az X, y és z térbeli vektorok ebben a sorrendben jobbrendszert alkotnak, ha
a (3x3)-as

X
det(y) determinans értéke nemnegativ.
z

Legyenek a térbeli standard bazis elemei i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1).

Bevezetiink egy 1j miiveletet, amit vektorialis szorzasnak fogunk nevezni.

Az a=(ay, a,, az) és b=(by, by, b3) térbeli vektorok vektorialis szorzata legyen ugy definialva, hogy
i j k

axb = det(al a, a3>.
by b, b3

A determinansokrol belatott tulajdonsagok alapjan egybdl leolvashatjuk, hogy a vektorialis szorzas
un. antikommutativ mtivelet, azaz az axb vektorialis szorzat mindig az ellentettje a bxa vektorialis
szorzatnak.

Szintén a determinansok tulajdonsagai alapjan vilagos, hogy a vektorialis szorzas bilinearis
tulajdonsagt, azaz tetsz6leges r, s valds szamokra (skalarokra), illetve térbeli a, b, ¢ vektorokra
teljesiil, hogy

ax(rb+sc)=r-(axb)+s-(axc).
A vektorialis szorzas legfontosabb tulajdonsagait az alabbi tételben foglaljuk 6ssze:

Tétel: Legyenek a=(aq, a,, as) és b=(by, b,, b3) tetszbleges térbeli vektorok, melyeknek egymdssal
bezart szoge W < . EKkor az axb vektoridlis szorzat szintén egy térbeli vektor, ami merdleges az a és
b vektorokra, hossza egyenld |a|-|b|-sinP-val, illetve az a, b, axb vektorok ebben a sorrendben
jobbrendszert alkotnak.

Bizonyitas:

A kifejtési tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

i j k
axb = det<a1 a, a3> = (aybs — azby)i - (a1 b; — azby)j + (a b, — ay,by )k =
by by b3

= (aybs — agb,,a3;b; — a, b3, a1 b, — a,by), tehat az eredmény valéban egy térbeli vektor.

Ellendrizziik le, hogy ez a vektor meréleges a-ra és b-re is. Ehhez elég annyit bizonyitanunk, hogy
ennek a vektornak az a-val, illetve b-vel vett skalaris szorzata nulla (itt felhasznaljuk burkoltan a
skalaris szorzatnak a masodik, azaz a koszinuszos értelmezését is).



(azbs — azby, azby — arbz, a1b; — azby)(ay, az, az) =

=a,a,b; —a,a3b, + ayasb; — a,ab; + aza;b, — aza,b; =

= (a1azb3 — ajayb3) + (aza;b, — aazb,)+ (azazby — azazby) =0.

Ebbdl tehat adédik, hogy axb meréleges a-ra.

Természetesen ugyanigy (betiicserével) kijon, hogy axb merdleges b-re is.

Most belatjuk, hogy [axb| = |a|-|b|-sin¥. Ez azzal ekvivalens, hogy

laxb|? = |a|?:|b|?-sin?V.

A bal oldalon all6 kifejezés koordinatakkal kifejezve ugy néz ki, hogy

|axb|? = (azb3 — azby)? + (azhy — asb3)? + (a1by — azby)>.

A jobb oldalon all¢ kifejezés pedig

|al?-|b|?-sin?¥ = |a|?:|b|?-(1 — cos?¥) = |a|?|b|? - |a]|?:|b|?cos?¥ = |a|?-|b|? - |ab|? =
= (@, + a;? + a3?)-(by” + by® + b3?) - (arhy + azb, + azhs)? =

= (a12b,” + a12by” + a12bs® + a,?by” + ay?b,” + ay%bs” + az?bh,® + az?h,” + as?hs’)-
-(a12b1® + a,2b,” + az?bs® + 2a1b1ayb, + 2a,byashs + 2a,b,a3b3) =

= (a,2b,* — 2a1byazb, + ay?by?) + (ay?bs® — 2a1bjazh; + az?b,?) +

+ (az?bs® — 2ayb,asbs + az?b,”) =

= (azb3 — azhy)? + (azhy — a;b3)* + (arh, — azby)?.

Igy tehat belattuk, hogy valéban |axb|? = |a|?:|b|?-sin?V¥.

Még annyit kell bizonyitanunk, hogy az a, b, axb vektorok ebben a sorrendben jobbrendszert
alkotnak.

Ehhez meg kell hataroznunk a

a; a; as
det( b, b, bs ) elgjelét.
azbs —azb, azby —a;b; a;b; —ayby

Mivel ez kifejtve éppen (a,bs — azb,)? + (azh, — a;b3)? + (a;b, — a,b,)?, igy valés koordinatak
mellett biztos, hogy a determinans értéke nemnegativ, és ezt kellett belatnunk. I

A bizonyitas soran, amikor a hosszusagot kiszamoltuk, ugyanazt az azonossagot hasznaltuk harom
dimenzidban, mint amit a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenldtlenség bizonyitasanal hasznaltunk
altalanosabban (az un. Lagrange-azonossagot).



Két térbeli vektor, a és b egyértelmiien meghataroz egy paralellogrammat, ha dket egy kozos
kezd6pontba toljuk el. Vegyiik észre, hogy az igy keletkezett paralellogramma teriilete éppen |axb|.
Ezen észrevétel alapjan vezetjiik majd be a feliileti integral fogalmat.

A jobbkéz-szabaly, avagy a jobbrendszerek geometriai atfogalmazasa

Azt, hogy harom térvektor adott sorrendben jobbrendszert alkot, megprobaljuk szemléletesen is leirni.
A fizikdban is gyakran hasznalt jobbkézszabaly a kovetkezOt takarja: az X, Yy, z térvektorok ebben a
sorrendben eleget tesznek a jobbkéz-szabalynak, ha felvehetok oly médon, hogy az x vektor legyen
egyiranyu a jobb keziink hiivelykujjaval, az y vektor a jobb keziink mutatoujjaval, mig a z vektor a
jobb keziink k6zEépso ujjaval.

Ezt matematikailag ugy fogjuk leirni, hogy az x vektort az y vektorba pozitiv iranyt, pinél kisebb
szogl nyujtva forgatas viszi (ez biztositja, hogy ezek megfelelnek a jobb keziink hiivelyk-, illetve
mutatoujjanak), valamint az X-re és y-ra egyarant merdleges n(X,Yy) egységvektor, ami ugyanabba a
féltérbe mutat, mint ilyenkor a k6z€épso ujjunk, a z-vel legfeljebb derékszoget zar be.

Lényegében azt fogjuk belatni, hogy az adott sorrendben jobbrendszert alkoté térbeli
vektorharmasok egyuttal eleget tesznek a jobbkéz-szabalynak, és ez visszafelé is érvényes (tehat a
szemléletes definicio, valamint a determinansos definicié egymassal ekvivalens).

Az alabbi tételt bizonyitjuk be:

Tétel: A fiiggetlen u, v, W térbeli vektorok ebben a sorrendben pontosan akkor alkotnak jobbrendszert,
ha ebben a sorrendben eleget tesznek a jobbkéz-szabalynak.

Bizonyitas:

Tekintsiink harom olyan u, v, w vektort, amik ebben a sorrendben eleget tesznek a jobbkéz-
szabalynak.

A lényeges észrevételiink az lesz, hogy ha hozzaadjuk a harom vektorunk koziil valamelyikhez is egy
masiknak valamilyen skalarszorosat (azaz valamilyen valds szamszorosat), a jobbkéz-szabaly
ugyanezen sorrend megtartasa mellett érvényben marad.

Bizonyitsuk be a fenti észrevételiinket. El9szor tekintsiik azt az esetet, amikor az u vektorhoz adjuk a
v vektor egy skaldrszorosat. Legyen az u és v vektorok kézds kezdOpontja P, az u vektor végpontja U.

Ekkor (ha P-t vessziik origonak) az u+iv vektorok mindegyike a P-b6l olyan pontba mutat, ami rajta
van azon az e egyenesen , ami v vektorral parhuzamos, és atmegy az U ponton. Ezért ebben az esetben

n(u,v) = n(u+iv,v), igy természetesen n(U+Av,V) is legfeljebb derékszoget zar be w-vel.



Persze ugyanugy kezelhet az az eset, amikor v-hez adjuk u-nak egy skalarszorosat.

Ha w-hez adjuk hozza v egy skalarszorosat, mondjuk a Av vektort, akkor azt kell ellendrizniink, hogy a
WAV és az n(U,V) vektorok szdge legfeljebb deré¢kszog. Ehhez elég leellendrizniink a skalaris
szorzatuk el6jelét:

(w+2v)-n(u,v) =w-n(u,v) + Av - n(u,v) = w-n(u,v) + 0, azaz ha a w-n(u,v) skalaris szorzat
eredetileg nem volt negativ, a (w 4+ Av)-n(u,v) sem lehet az.

Ugyanigy ellendrizhet6 az az eset, amikor W-hez az u egy skalarszorosat adjuk hozza.

Ha u-hoz adjuk a w egy skalarszorosat, mondjuk a Aw vektort, akkor azt kell belatnunk, hogy
n(u + Aw, v) és W egymassal legfeljebb derékszoget zar be.

Bontsuk fel az n(u + Aw, v) vektort két komponensre: legyen

n(u + Aw, v) = c(A)n(u,v) + d(A)-n(w, v).

Ez mindig egyértelmiien megtehetd, hiszen n(u, v) és n(w, v) fiiggetlenek.

Ha koordinatakkal irjuk fel a vektorainkat, konnyen lathato, hogy c(}) és d(A) olyan fiiggvények, amik
a A valtozoban folytonosak. Raadasul tudjuk, hogy c¢(0)=1.

Megmutatjuk, hogy c(}) nem vehet fel semmilyen negativ értéket. Ha ugyanis valamilyen A-ra c()
negativ lenne, akkor a Bolzano-tétel miatt 1étezne olyan 10 szam, melyre c(r)=0 lenne. Ezen r mellett

n(u + rw, v) = d(r)-n(w, v) teljesiilne, azaz n(u + rw, v) merdleges lenne a v, w, u + rw vektorok
mindegyikére, ami lehetetlen, hiszen v, w, u + rw vektorok fiiggetlenek (nem egy sikban fekszenek,
ezért nem létezik olyan egyenes, ami mindharmukra mer6leges lenne).

Tehat c(A) értéke biztosan mindig pozitiv. Vizsgaljuk ennek tudatdban az n(u + Aw, v)-w és n(u, v)-w
skalaris szorzatok eldjelét:

n(u + Aw, v)-w = c(A)-n(u, v)-w+d(A) -n(w, v)-w = c(A) n(u, v)-w+d(2)-0 = c(A) n(u, v)-w.

Ebbél az olvashaté le, hogy az n(u + Aw, V)-w és n(u, v)-w skalaris szorzatok mindig azonos
elgjeliick lesznek, és ezt kellett belatni.



Természetesen betiicserével ugyanigy kezelhet6 az az eset, amikor v-hez adjuk w egy skalarszorosat.

Most bizonyitsuk be a tételbeli ekvivalenciat. Legyen U, v és W harom olyan fiiggetlen térbeli vektor,
amik eleget tesznek a jobbkéz-szabalynak. Készitsiik el a (3x3)-as

u
<v> matrixot. Ezen matrix determinansanak el6jelét szeretnénk megtudni. A Gauss-eliminacié
w
segitségével, determinanstart6 atalakitasokkal elérhetd, hogy a matrix diagonalis legyen, azaz

a 0 0
<0 b 0) alakua. Ekkor a fenti észrevételiink miatt az (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c) vektorok is biztosan
0 0 ¢

eleget tesznek a jobbkéz-szabalynak. Ugyanakkor kénnyen meggy6zédhetiink réla, hogy az (a,0,0),
(0,b,0), (0,0,c) vektorok pontosan akkor alkotnak jobbrendszert, ha eleget tesznek a jobbkéz-
szabalynak (itt csak az a, b, ¢ lehetséges el&jeleit kell vizsgalni).

Ezzel a tételt belattuk. J|j

Feliileti integral

A feliileti integral értelmezéséhez térben elképzeliink egy dsszefiiggd, zart térrészt, s ennek vessziik a
hatarolo feliiletét. Az integralast a feliilet szerint (a ,.krumpli héjan” akarjuk elvégezni. A fiiggvény,
amit a feliilet szerint integralunk, egy vektormezd, ami értelmezve van a feliilet pontjain.

El6szor szemléletesen elmondjuk, hogyan késziil a kozelitd osszeg.

A feliiletet feldaraboljuk kb. parallelogrammakra (pontosabban egy parallelogrammaraccsal
kozelitlink).

Minden lapbol all kifelé egy merdleges tiiske, aminek a hossza az adott paralelogramma tertiilete.

A fliggvénybe helyettesitjiik a feliilet egy pontjat, majd a helyettesitési értéket (ami egy vektor)
skalarisan megszorozzuk a ponthoz tartozé feliileti darabbol kiallé tiiskével mint vektorral. Ezen
skalaris szorzatok 0sszege lesz a kozelitd Osszeg.

Pontosabban, ha u az integralando vektormezd, és r a feliilet egy paraméterezése az u és v

valtozokkal, akkor a feliileti integral gy szamolando ki, hogy:

ﬂT u(r) (ruxr'v)dudv

Alkalmazas (a Maxwell-egyenletek integralos alakja):

1. §p BdF = 0, ahol B a magneses indukci6, F pedig egy feliilet,
2. & $EdF = [[[ pdv, ahol E elektromos térerésség, p a toltéssiirliség, £, konstans, v egy
térrész, F ennek a feliilete

1 ) OE
3. ;'Sﬁﬁdz—ff(ﬁfo'g)dﬁ



4. $Edx=[[ 5 dF

Differencialegyenletek

A differencialegyenletek olyan egyenletek, ahol az ismeretlen valamilyen fiiggvény, és ennek
valamilyen derivaltjai is szerepelnek az egyenletben (szerepelhet akar tobbszords derivalt, vagy akar
parcialis derivalt is).

Példa: y'(x) = 2x* + 5

tgx-y(x) —arcsinx-y'(x) + x2 = e¢"

sinx-y(x) + cthx y'(x) —thx-y"(x) + x2-y""(x) = ctg(x?)

Megjegyzes: A differencialegyenleteket altalaban nehéz megoldani, de bizonyos tipustiakat viszonylag
egyszeriien meg lehet.

I. Szétvalaszthaté valtozoju: Ezek y'(x) = O akaak (vagy erre az alakra hozhatok).

9 ()
Megoldasuk: g(y(x)) - y'(x) = f(x).
Ha (G(x))" = g(x), akkor a bal oldal ugy irhato, mint (G(y(x))) '. Ha megkeressiik f(x) egy primitiv
fiiggvényét (amennyiben van), az F(x)-et, akkor az egyenlet (G(y(x))) "= (F(x))'. Ebbél az
kovetkezik, hogy a G(y(x)) — F(x) = C konstans.

Példa:

Ly ctgx+ylx) =2

Yy (x) - ctgx =2 -y(x) f(x) = tgx

y'(®) = (2-y@) - tgx g(x) = 5—

y® _ _ 1 1 _ 5
200 9¥ g(y(®) = ) 2=y

(=In|2 —y(x)|)’" = (—In|cosx|)’
—In|2 — y(x)| + In|cosx| = C *

cos X

eln|2—y(x) =et* > Co, > 0 konstans
|cos x| = Cy - |2 — y(x)|

Tehat ez tényleg 1. tipusu.
1
Jodx=-Inl2—x|+C

A bal oldal: (—In|2 — y(x)])’
[ tg x dx = —In|cosx| + C

Az y(x) fliggvény folytonossaga miatt csak két eset van:

a) cosx=0Cy(2—-ykx))

_cosx —2Cy
y(x) = ¢,
b) —cosx=Cqy- (2 —y(x))
—cos x — 2C,
y(x) = - _c.
0

2.y'(x) = 3-3y2(x) f(x) =3



e _ 1 _ -2

ol B =g =x
(3-W)I=(3x)’ fx_2/3dx— T, *te=3-Yx+c
3:3¥x—3x=C, [3dx=3x+c

0= (29 < e+ o)

Ax+By(x)+C

axiby (x)+c) alaku egyenletek: Az ilyen tipusi egyenleteket megprobaljuk

Ax +By(x)+C =0
ax+by(x)+c=0
egy megoldasa van, mondjuk x = xq, y = y,, akkor vezessiik be az 0j y(x) — y, = v(x) fliggvényt,
illetve az 4ij X — xy = u ismeretlent.

y'@ =f(

visszavezetni az I. tipusra. Tekintsiik az { egyenletrendszert. Ha ennek pontosan

0 = (2B ) _ (M0 20) +BOG) —30)
y = ax + by(x) +c " \alx— Xo) + b(y(x) — yo)
Példa:
2x-5 3
Ly (1) = p 25 f(x) = x A=2B=-5C=3
a=2b=4c=-6

'x) = 2(x-1)-5(y(x)-1) _ 2- Sym ! {Zx —5y+3=0
Y X)) = D+ @-1n 2+4y§f_)11 2x+4y—6=0
y(") L= wx) . —9y+9=0

I} 2—-5
(G 1) w) = Yo =1% =1
2—-5w(x)

wx)+ (x—1)-w'(x) = Ez mar L. tipus.

2+4w(x)
2. Ha nem egyértelmii a megolddasa az egyenletrendszernek:
, x + 2y(x) + 1° 1 3 1
- (3385 - (i) -(-)
x+ 2y(x) + 2 x+ 2y(x) + 2 z(x)

Z,(X)—1=(1—L)

3

IIL. Elsérendii differencialegyenlet: y'(x) + y(x) - p(x) = q(x)

Gyakran mikodd otlet az, hogy megszorozzuk mindkét oldalt egy alkalmas s(x) fiiggvénnyel, amit
majd iigyesen valasztunk meg. Ekkor tehat

s()y'(¥) +s(x) - pX) ¥y = s(x) - q(x®)

Ha ugy valasztjuk s(x)-et, hogy s'(x) = s(x) - p(x) legyen, akkor a bal oldal atirhat6 a szorzasszabaly
segitségével (hiszen a bal oldalon s(x) - y(x) derivaltja fog szerepelni).

Az s'(x) = s(x) - p(x) feltétel éppen azt jeleni, hogy % = p(x), vagyis (In [s()|)' = p(x).



Példa:

y') +yx) =1

s() y'(X) +5(x) - y(x) = s(x) > (s(x)' = s(x) = s(x) = e*
eX-y'(x)+e* y(x) =e*

(e*-y(x)) = (e*)

e*-y(x)—e*=C

e*(y(x) -1 =C

C
Y(X)=e—x+1

Homogén linearis differencialegyenlet-rendszerek

Az alabbi alaku egyenletrendszerekrol van szo:
a1 (x) - f1(x) + a2 (%) - f2(0) + -+ age(x) - fr () + g1 (x) = f{ (x)
a1 (%) * f1(x) + a2 (x) - fo(x) + vt i (%) - fie(x) + g2(x) = f7 (%)

An1 (X)) f1(x) + apa(x) - f2(x) + + A (%) * ft(x) + gn(x) = f(x)
Az fi(x), fo(x),..., fr(x) az ismeretlenek.

Példa:
sinx - fi(x) —2*- fL,(x) +cthx- f3(x) —lnx = f/(x)
—cos?x - f1(x) + sin(3x) - f(x) =5 f3(x) + * = f5(x)
(x* = x%) - f100) + 3 = x%) - f(x) — sin®x - f3(x) = f5(x)

TETEL: Egy homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer megoldasai vektorteret alkotnak.
Amennyiben n=k (tehdat ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen fiiggvény), akkor ennek a
vektortéernek a dimenzioja n.

Csak olyan esetben fogjuk felirni a megoldasokat, amikor az egyiitthatok konstansok, pl.

2f(x) —g() + h(x) = f'(x)
fG) +2g9(x) —h(x) = g'(x)
fG) —g(x) + 2h(x) = h'(x)

TETEL: Legyen A az a matrix, ami egy konstans egyiitthatos linedris differencidlegyeniet-rendszerhez
tartozik. Tegyiik fel, hogy ez egy négyzetes matrix. A minden sajatéertéke valos és kiilonbozo. Legyenek
a sajatértékek A, A, ..., Ay, illetve a megfelelé sajdatvektorok vy, v,,...,vy . Ebben az esetben
(e’u'x . vi) fiiggvények  egyugynevezett alaprendszert alkotnak, amibdél generdalhatoak a

differencialegyenlet-rendszer megoldasai.



Példa megoldasa:
2f(x) —g() + h(x) = f'(x)
f&x)+29(x) —h(x) = g'(x)
fG) = g(x) + 2h(x) = h'(x)

2 -1 1
A={1 2 -1
1 -1 2

Karakterisztikus polinom:

2—x -1 1 2—x 0 1
C(X)=det< 1 2—x —1)=det( 1 1—x —1>=
x

1 -1 2= 1 1-x 2-—x
:—0+(1—x)-det(21x Zix)—(l—X)'det(ZIx _11)=
:(1—x)-[det(21x Zix)—det(zzx _11)]:
~(1-x-dec(*7F L0 )=

=1-x0-2-x-6B-x)

Sajatértékek: 1, 2, 3.

Meg kell vizsgalni, hogy ezekhez milyen sajatvektorok tartoznak.
. A=1

(2960

2x—y+z=x

xX+2y—z=y
x—y+2z=z
x—y+z=0
x+y—z=0
x—y+z=0
x—y+z=0
x+y—z=0
—2y+2z2=0
z—y=0
z=Yy
x=0

0
A sajatvektorok <x> alaktak.
X



. A=2

2 -1 1 x 2x
1 -1 2 z 2z

2x—y+z=2x
{x+2y—z:2y
X—y+2z=2z
y+z=0
{x—z—O
y
X=y=

X
A sajatvektor (x) alaku.
X

. A=3

2x—y+z=3x
x+2y—z=3y
x—y+2z=3z
—-x—y+z=0
x—y—z=0
x—y—z=0
—-x—y+z=0
x—y—z=0
—-x+2z=0
Z=X
y=20

x
A sajatvektor <0> alak.
X

A tétel felhasznalasaval a differencialegyenletrendszer megoldasai:

0 0 1 er 1 6,3x
1 ex 1 er 1 e3x

Az 6sszes megoldas:

f(x) 0 e2x e3%
gx) =C1-<ex>+C2-<ezx>+C3-<0>
h(x) eX 2% 3%



Magasabb rendii homogén linearis differencidlegyenletek

Az alabbi alakban irhatok: y"(x) + a;x - y¥N"1(x)+...+ayx - y(x) =0, ahol y(x) az ismeretlen
fiiggvény, aminek a magasabb rendii derivaltjai is szerepelnek az egyenletben.

Példa: Y3 —Inx-y*(x) + (x> +x°) -y (x) —tg x - y"(x) + (cthx — e*) - y'(x) + 2* -
y(x) =0

TETEL: Egy N-edrendii homogén linedris differencidalegyenlet megoldasai egy N-dimenzids vektorteret
alkotnak.

Azzal az esettel foglalkozunk, amikor az egyiitthatok konstans fiiggvények.

Tehat az yN (x) + ay - yN"1(x)+...+ay - y(x) = 0 alaku differencialegyenleteket vizsgaljuk. Ennek
megoldasai a p(z) = zV + a; - zV"1+...+ay_, - z + ay polinom gydkeinek segitségével allithatok
elé.

Az algebra alaptétele miatt ennek a polinomnak multiplicitassal szdmolva N db gyoke van.

El6szor tekintsiik ennek a polinomnak azokat a gyokeit, amik nem valosak. Ha p(z) valds egylitthatos

¢és p(zy) = 0, akkor p(zy) = p(zy) = 0, azaz teljesiil, hogy amennyiben z, gyok, akkor z; is gyok.

A nem valos gyokok legyenek:

Zl=C1+l"d1 ZZ=C1_i'd1+
Z3:C2+i'd2 Z4:C2_i'd2
ZZK—1:CK+i.dK ZZK:CK_i.dK

A valoés gyokok legyenek zsxi1,Zak42,--,Zy - Ezeknek a multiplicitasa legyen rendre

Mok +1, MoK +2) -0 My

TETEL: Az yV(x) +a; - yV 1(x) + -+ ayy(x) =0 differencidlegyenlet alapmegoldasai ugy
irhatok, hogy f;(x) = e“1* - cos(d;x), fo(x) = e“1* - sin(d,x), f3(x) = x - e“1* - cos(d,x), fo(x) =
x - e“* - sin(d,yx)

fam,—1(x) = x™ 7 e% - cos(dyx), fom, (x) = x™ 71 - eC* - sin(d; x)

f2(m1+m2+...+mk)—1(x) = x™M~1 . eCk¥ . COS(de)'fz(m1+m2+...+mk) x) = xML e Ckx - sin(dgx)

f2(m1+m2+___+mk)+1(x) = eM2Kk+1'%

fu(x) = e™m



Példa:

Y ) +8 y3(x) +16-y'(x) = 0

p(z) =z°+8:-23+16-z=2z(z*+82% +16) = z- (2% + 4)? = z(z + 2i)*(z — 2i)?
nem valos gyokok: (—2i) és (2i), ketté multiplicitassal

valos gyokok: 0, 1 multiplicitassal

fi(x) = e%% - cos(2x), f,(x) = e%%¥ - sin(2x), f5(x) = x - %% - cos(2x),

fa(x) = x-e%* - sin(2x), fs(x) = e®* =1

Megoldasok: C; * cos(2x) + C, - sin(2x) + C3 - x - cos(2x) + C4 - x - sin(2x) + Cs






