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Laplace-transzformacio

Pierre Simon Laplace (1749-1827) francia matematikus, csillagasz €s fizikus ne-
véhez fliz6dik az a transzformécids eljards, amely segitségével szamos fizikai,
miiszaki illetve matematikai feladat megolddsdndl a hosszadalmas szdmolasok,
integraldsok leegyszertisodnek. Ezzel a médszerrel bizonyos tipusu differencial-
egyenletek, differencidlegyenlet-rendszerek bonyolult integrdldsokkal valé meg-
olddsa algebrai egyenletek, egyenletrendszerek megoldasara vezethetd vissza.

1.1. Fogalma

A Laplace-transzformécioval egy fiiggvényhez, egy improprius integral segitsé-
gével, egy masik fiiggvényt rendeliink. Mivel a gyakorlatban el6fordul6 folya-
matokat leir6 fliiggvények nagy része a véltoz6 nem negativ értékeire értelmezett
fiiggvény, ez indokolja, hogy a Laplace-transzformacidt [0; 4-oo[-ban intervallum-
ban értelmezett fiiggvényekre definidljuk. Ha f(¢) fuggvény a valtozé negativ
értékeire is értelmezett, akkor a fliggvényértékeket ezeken a helyeken nulldnak
tekintjiik.

Definicio:

Legyen f(t) a [0;+oo[-ban értelmezett egyvéltozds valds fiiggvény. Ha f(t)
integralhaté a [0; 4-oo[ barmely véges részintervallumén és s valds véltozat jelent,
akkor az

~+oo

m@:/fmem (1.1)

0

fiiggvényt az f(¢t) Laplace-transzformaltjanak nevezziik mely azon s helyeken
van értelmezve, amelyekre az improprius integrdl konvergens.

Az f () fiiggvényt szoktdk eredeti fiiggvénynek, vagy generatorfiiggvénynek
nevezni. A transzforméciot el6allité improprius integrdlt Laplace-integralnak
nevezziik.



Jelolés: A Laplace-transzformdlt jelolésére F(s) helyett szokdsos az f(s)
hasznélata is, vagy ha az f(z) fiiggvényt is fel akarjuk tiintetni, akkor az L[f(7)]
jelolést alkalmazzuk.

Megjegyzés: A miiszaki tudomédnyokban a Laplece-transzforméltat dltalano-
san, az f(t) val6s véltoz6jd, komplex értékid fiiggvényre is értelmezik, ekkor a
Laplece-integrdlban az s komplex valtozoét jelent. A kés6bbiekben leirtak ebben
az esetben is érvényesek, de mi ebben a jegyzetben s-et valos valtozonak tekint-
juk.

1.2. A Laplace-integral konvergenciiaja

Az integrél és igy az F (s) fiiggvény sem létezik minden s szdm esetén. A konver-
gencia részletes vizsgdlata nélkiil, csak egy elégséges feltételt adunk a Laplace-
integrdl konvergencidjara a tétel teljesen pontos megfogalmazdsa nélkiil. Ha meg-
adhatdk olyan K > 0, ¢ > 0 val6s szdmok, hogy | f(#)| < Ke® barmely ¢ € [0; 40|
esetén, akkor a Laplace-integrdl s > ¢ esetén konvergens. Tehat ebben az eset-
ben azt mondhatjuk, hogy a Laplace-integrdl vagy minden s-re konvergens, vagy
egyetlen s-re sem, vagy van olyan ¢ > 0 szam, hogy s > ¢ esetén konvergens,
egyébként divergens.

1.3. A Laplace-transzformacio tulajdonsagai

A Laplace-transzformdci6 ardny- és 0sszegtart, ami azt jelenti, hogy a konstans
szorzd kiemelhetd a transzformalas jele elé, valamint 0sszegnek tagonként vehet-
jiikk a Laplace-transzformdltjat. Azaz, ha f(¢)-nek, fi(¢)-nek és f>(¢)-nek létezik
Laplace-transzformadltja, akkor cf(¢)-nek, ahol c tetsz6leges valés szam, valamint
f1(t) £ fo(t)-nek is 1étezik Laplace-transzformadltja, és

Licf(t)] = cL[f(1)] (1.2)
Lifi(t) £ f2(t)] = LIAi()] = L[f2(1)]- (1.3)

1.4. Néhany fontos fiiggvény Laplace-transzformaltja

Ebben a fejezetben elemi fiiggvények Laplace-transzformaltjaira vonatkozé 4lli-
tasokat fogjuk a definici6 alapjan belatni, illetve kiszdmitani.
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1.4.1. Konstans fiiggvény Laplace-transzformaltja

Allitas:
ft)y=¢, c€eR
Lid=% ha 0<s, (1.4)
s
Bizonyitas:
+oo ® ®
e—Sl‘
Llc] = / ce S'dt = lim / ce S'dt = lim c[ ] =
W——+oo W— o0 —S
0 0 0
e 50 0 c
= lim c| — +— | ==, mivelO<sesetén lim ¢ *® =0
W—r+eo S N ) W—+o0
Példa:
—4
L[—4]=—

1.4.2. Exponencialis fiiggvény Laplace-transzformaltja
Allitas:

fly=e", acR\{0}

1
Le]=——, ha s> |d, (1.5)
s—a
Bizonyitas:
~+o0 ()] ®
L[] = /e“’e_”dt = lim [ eYe™dt= lim [ " ¥ dt=
W—>—+oo ®W—>—+o0
0 0 0
(O] (0]
(a—s)t
= lim / g = lim [e ] =
o0 oot | a—s |
0



‘ e(a—s)(o e 1
= lim — =
W— o0 a—sSs a—=Ss S—a

e(a—s)(o
mert s > |a| esetén lim =0

o+ \ a—s
Példa:

1
L 2t —
[e”l="—

1
L —3t —
[e™] I3

1.4.3. Trigonometrikus fiiggvény Laplace-transzformaltja

Allitas:

f(t) =sinat, acR\{0}

_ a
L[sinat] = >—-—>, ha s5>0. (1.6)
s“+a
Bizonyitas:
oo o
L[sinat] = / e sinatdt = lim /e“ sinatdt =
0— oo
0 0
parcidlis integralassal
(O]
, a S g .
= lim | — 5—5e “cosat — 5——e Vsinar| =
W— o0 sc+a sc+a 0
, a _ S o
= lim | — 5—5e " cosaw — 5——5e*sinan+
O—>oeo s“+a sc+a
a 0 S 0 . a
+ —5——=5e' cos0+ 5—=e sin0 | = ——
5% +a? s +a? s2+a?’
felhaszndlva, hogy s > 0 esetén lim ¢ *® =0 és sinaw,

o0

valamint cosa® is korlatos.



Allitas:

f(t)=cosat, aecR\{0}

s
L[COSCI[] = m, ha s>0. (17)
Bizonyitas:
Az el6z06 éllitdshoz hasonldan lehet belatni ezt is.
Példa:
2
Llsin2t] =
[sin2¢] 14
3 s
L[cos Et] =3 +%
1.4.4. Hiperbolikus fiiggvények Laplace-transzformaltja
Allitas:
f(t)=shar, aecR\{0}
a
L[Shat] = m, ha s>0. (18)
Bizonyitas:
Definicié6 alapjan
at —at

— e
shat =

Ezek utan felhasznélva az exponencidlis fiiggvényre vonatkozo (1.5) allitast

1 1 _1 2a _a
s—a s+al] 2\s2—a2] s2—a2

e
L|shat| =L| ——
shar [ 5
Allitas:

f(t)=chat, acR\{0}

L[chat] = ﬁ, ha s>0.

(1.9



Bizonyitas:

Definicié alapjan
eat+e—at

chat = ———
a 5 ,

igy hasonléan az el6z6 (1.8) allitas bizonyitdsdhoz

_l 1 n 1 _1 2s B K
2 s+a] 2\s2—a2 ] s2—a?

eat+e—at
S—a

L[chat] =L

Példa:

4
L[Sh4l] = m

=
()
=
=
I
5%
(§)
Ol

1.4.5. Pozitiv egész kitevos hatvanyfiiggvény Laplace-transzformaltja

Allitas:
fty=1", n=0,1,2,..
n!
L[tn] = W7 ha s> 0. (110)
Bizonyitas:

Allitasunkat teljes indukciéval bizonyitjuk.
Ha n = 0 akkor a transzformdland¢ fiiggvény azonosan 1, ezért

han=0 éss>0. (1.11)
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+oo )

/t”e“dt = lim /t"eszdt =
©— oo

0 0

a parcidlis integralds modszerét hasznalva:

[ —st @ @
. t"e n 1
= lim +—/t” Le=stdr | =
O—>+oo -5 |, s

L 0
r w
. o'e5® n o
= lim ( +—/t" Te “dt) =
O +oo —s s
L 0

a L’Hospital-szabalyt n-szer alkalmazva beldthatd,

. 7n_—sW\ __ e A .
hogy m1_1>r£w(c0 e *?) =0. igy az eredmény:
(0] (0]
= lim (E/t’lle“dt> —" lim (/t"le“dt>
0—+oo | § S O—>+oo
0 0
Azaz
L") = 2L ). (1.12)

S

Ezt a képletet és az n = 0 esetre kapott (1.11)alapjén teljes indukcidval adédik
az eredmény, miszerint

n!

L[t"] = —— minden nem negativ n-re, ha s > 0. (1.13)
s+l
Példa:
2!
Li? ==
=2
5!
L] ==
=2

1.4.6. Exponencialis fiiggvénnyel szorzott fiiggvény Laplace-
transzformaltja

Allitas:

g(t) =f(t)-e", acR\{0}
Lig(t)] = L[f(1)-¢"] = f(s—a) (1.14)

11



Bizonyitas:

too
Az (1.1) definici6 alapjan L[f(z)] = /f(t) e dt = f(s).
0
Ezt alkalmazva g(t) -re:
oo oo
LlgO) =LIF0) ) = [ fl0)-e-e i = [ fle)-e"0~Vdr =F(s~a)
0 0

Tehat az ilyen fiiggvények Laplace-transzformadltjat a kovetkezd 1épésekkel
hatarozhatjuk meg:
- Az f(t) fiiggvénynek felirjuk a Laplace-transzformdltjat az f(s) -t .
- Az f(s) fliggvényben minden s helyére (s — a)-t irva megkapjuk a keresett fiigg-
vény Laplace-transzformaltjat.

Példa:
1.
g(t) = e* cos3t
f(t) = cos3t, melynek a transzformaltja: f(s) = szi9'
Ebben minden s helyére (s —2) -t {frva
L[e* cos3t] = %
2.
g(t) = e 3sin2s
f(t) = sin2¢, melynek a transzforméltja: f(s) = ﬁ

Ebben minden s helyére (s+ 3) -at irva
2

L[€_3l Sin2t] = m
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1.4.7. Pozitiv egész kitevos hatvanyfiiggvénnyel szorzott fiigg-
vény Laplace-transzformaltja

Allitas:

gt)=f(t)-1", aholn=1,2,...

d'f
Llg(0)) = L)1) = (-1 LY (1.15)
Bizonyitas:
Induljunk ki az (1.1) definiciébol:
400
LIf0)=F(s) = [ £(0)-ear
0
Derivélva az integralt s szerint
ais) [
2= [0 (1) ar = / f@)-t-e7dt = ~L[f(1) 1]

ds

egyenletet kapjuk. Tehdt ez a g(r) fiiggvény Laplace-transzforméltja. Ha az (1.1)
egyenletet n-szer derivaljuk

i) _ [
= [ 1) (e
ds 0/
+o0
= (=1 [ £l0)-17 e = (<1 L)
0

Melybdl rendezéssel a keresett 6sszefiiggést kapjuk

(1.16)
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Ezek alapjan a hatvanyfiiggvénnyel szorzott fliggvény Laplace-transzformaltjit
a kovetkezd 1épésekkel hatarozzuk meg:
- Az f(t) fiiggvénynek felirjuk a Laplace-transzformaltjat az f(s) -et .
- kiszamitjuk f(s) s szerinti n-edik derivaltjat
- az igy kapott kifejezést szorozzuk (—1)"-nel, és ez lesz a keresett Laplace-
traszformadlt.

Példa:
1.
g(t) =t-cos3t
— s
t) =cos3t lynek a t formaltja: =—=.
f(t) = cos3t, melynek a transzformadltja: f(s) 79
Mivel t az els6 hatvanyon szerepel, ezért ezt egyszer derivaljuk.
/
s (P 49)—2s 99—
2+9) (2492 (s2+9)%
A keresett Laplace-transzformaéltat ennek a (-1)-szereseként kapjuk meg.
9 —s° 52 —9
Lit-cos3t| = — =
e = o ~ (e rop
2.
g(t) =1 -sin2¢
- 2
f(t) =sin2¢t transzformadltja f(s) = T melyet 2-szer kell derivdlni.
s

Mivel t-nek a masodik hatvanya szerepel, ezért ezt (-1) médsodik hatvanyéval,
tehdt 1-gyel kell megszorozni, igy
1252 — 16

2 . _
L[l 'Sll’l2l] = W

1.4.8. Eltolasi tétel
Allitas:
Ha a [0;+o0) intervallumon értelmezett f(z) fiiggvénynek van Laplace-

transzformadltja, és a > 0 valds szdm, akkor a

14



=10 ha0<f<a
8= flt—a), haa <t

figgvénynek is van Laplace- transzforméltja, és

Ligt)] = L[f(t—a)] = e f(s) (1.17)
Ez az eredeti fliiggvényre vonatkoz6 eltolasi tétel.
Bizonyitas:

Mivel 1 < 0 esetén f(t) =0, 7 <a esetén f(t —a) =0, igy

oo oo
= [ f(t—a)-edt= [ f(t—a)-e *'dt =
frenee [

helyettesitéses integrallal, ahol u =t —
f(t—a)] /f S(Uta) gy — =+ /f e du=e"*". f(s),
amint azt alhtottuk.

Példa:

010 ha0<7<4
8= cos(t —4), ha4 <t

A g(t) fiiggvényt az f(t) = cost fiiggvénybdl kapjuk 4 egységgel
pozitiv irdnyba valg eltoldssal. g(r) = f(t —4)

Igy az 1. 1épés: L[f(¢)] = f(s) = L[cost] = Szj_ 1

ésa2. 1épés: Lig(r)] =e . f(s)=e ¥ e

1.4.9. Derivalt fiiggvény Laplace-transzformaltja

Allitas:

Ha f(¢) fiiggvénynek 1étezik Laplace-transzformaltja és f(¢) legaldbb n-szer deri-
vdlhat6 (n > 1), akkor f(¢) fiiggvény n-edik derivéltjanak Laplace-transzformadltja

LF 0] =5 F(5) =50 £(0) =52 £/(0) = .= 5+ £2)(0) = 0 (0)

15



Bizonyitas:
Az n = 1-re a definici6 alapjan szamitsuk ki az f’() Laplace-transzformaltjat!

+oo ®
_ Y. oSt 1 — 1 1eY . oSt ge
—/f(t)e di wgnjm/f(t)e di
0 0

parcialis integréléssal ahol u = e‘S’ ésv' = f'(r)

_ 1 . o e
— i . — . _St e
_mlgﬂoo flo)-e &L F(0)] +s mlg}rloo/f dt

= —£(0)+s-F(s) =s-F(s) — £(0)

Tehat az els6 derivalt Laplace-transzformaltja

LIf'(t)] =s- f(s)— f(0) (1.18)

Az el6z6 (1.18) eredményt felhaszndlva a masodik derivalt transzformaltjara a
kovetkezé adodik.

LIf"(0)] =s-L[f' ()] = f'(0) =s- (s- F(5) = £(0)) = £'(0) =
=5 f(s) —s- £(0)— f'(0).
Azaz
L[f"(1)] = s> f(s) —s- £(0) = f'(0) (1.19)
Innen teljes indukcidval eljuthatunk az n-edik derivalt Laplace-transzformaltjahoz.
LIFW (0] = 5" F(s) =5V £(0) =" £(0) =
—s- f"72(0) = " 1(0) (1.20)

A késobbiekben a differencidlegyenletek megoldasahoz csak az (1.18) és (1.19)
egyenletekre, az elsd €s a masodik derivaltak Laplace-transzformaltjara lesz sziik-
ségiink.
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1.5. Inverz Laplace-transzformacio

A Laplace-transzformaci6 alkalmazasa a gyakorlatban legtobbszor abbdl all, hogy
adott cél érdekében meghatirozzuk valamely fiiggvények, differencidlegyenletek
Laplece-transzforméltjat. Az igy kapott tobbnyire raciondlis kifejezésekkel mi-
veleteket végziink, melynek eredményeként kapunk valamilyen kifejezést. Eh-
hez a kifejezéshez meg kell keresniink azt az eredeti fiiggvényt, amelynek & a
Laplace-transzforméltja. Ezt az eredeti fiiggvényt el6allité eljarast nevezziik in-
verz Laplace-transzformacionak. Mivel a folytonos fiiggvényt a Laplace-transz-
forméltja egyértelmtien meghatédrozza, ezért f(s)-hez csak egy f(t) fiiggvény tar-
tozik.

Definicio:
Az f(s) fiiggvény inverz Laplace-transzformaltjanak nevezziik és L~![f(s)]-
sel jeloljiik az olyan Laplace-transzformalhaté f(¢) fiiggvényt, amelyre L[f(¢)] =

f(s).

Az eredeti fliggvényt egyszeriibb esetekben konnyen megadhatjuk az eddig tanult
képletek alapjan. Kicsit Osszetettebb a feladat ha a Laplace-transzformalt olyan
raciondlis tortfiiggvény, melynek nevezdje legaldbb harmadfoku polinom. Ebben
az esetben a tortet, az integralszdmitdsnil mér tanult médon, résztortek Osszegére
kell felbontani. A keletkezett résztortek nevezdje legfeljebb mésodfoku polinom
lehet, melyeknek az inverz Laplace-transzformaltjat egyszertien felirhatjuk.

Az aldbbiakban néhany kiilonboz6 tipust példaban, az egyszerilibb atalakitasokat
is feltiintetve megmutatjuk, hogyan lehet megkeresni az inverz Laplace-transzfor-
maltat, vagyis az eredeti fiiggvényt.

Példak:
1.
_ 3 4 2s
L P S AT
Megoldas:

Ahhoz, hogy a Laplace-transzforméltakhoz hasonl6 alaki torteket kapjunk

ebben a példdban csak a szdmlalokban 1€v6 konstansokat kell a tortek elé irni.
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— 3 1 s
— 24— 9
f(s) sjL s+3 “s2—-16

Igy az eredeti fiiggvény:
f(t) =3+4e 3 —2chdr

2.
— 3 2
16 =%~ 7425
Megoldas:
Az elsd tag —— alakd, a mésodik tag pedig —-*— képlethez hasonl
z elso tag s} alaku, a masodik tag pe 1gs2+—a2 €plethez hasonlo
alaku. Az elsd tag szamlédlgjaban tehat 5! = 120 -nak kellene 4llni, ezért
szamlalot is nevezot is 40-nel megszorozzuk. A masodik tagnal
2
5-tel szorozva a szdmlélét is, nevez6t is, majd kiemelve 3 -0t a megfelel6
— 1 120 2 5
alakd formuldkhoz jutunk: f(s) = 0 6 5 92535
Az eredeti fliggvény tehat:
1 2
r0 =15 -t5—§-sin5t
3.
- s—2
fls)= 52+ 6s+25
Megoldas:

Ha a nevezGben mésodfoku fliggvény van, akkor azt teljes négyzetté alakitjuk.

- s—2

1) = G377 16

Ezt ugy formaljuk tovdbb, hogy a szamldléban is megjelenjen az (s+3), azaz
— . (s+3)-5

1) = 3rT1e

18



A kapott tortet a szdmlaloban 1€v6 tagok alapjan két résztortre bonthatjuk.

o (5+3) 5 _ (s43) 5 4
f(s)_(s+3)2+16_(s+3)2+16_(s+3)2+16_1'm

Ezek utdn mindkét tagra az exponencidlis fiiggvénnyel szorzott fliggvény

képletét alkalmazhatjuk. A két tag egyenként L~ ! >
s2+16

] = cos4t

valamint L™
[sz +16

] = sin4¢ alakd, csak az s-ek helyén (s+3) 4ll.

Ezért az eredeti fiiggvény:

5
f(t)=e 3" cosdr — 1 e . sindt

— 57— 195+17
Fls)= (s—1)(s—2)2

Megoldas:

A tort nevzdje harmadfokd, ezért résztortekre bontjuk.

5 —19s+17 A B C

G272 s—1 s—2 (=27

Mindkét oldalt szorozzuk meg a kozos nevezdvel, (s — 1) (s —2)? -nel.

552 —19s+17=A(s—2)* +B(s —2)(s— 1) +C(s— 1)

Vilasszuk s-nek a nevezd gyokeit és helyettesitsiik be az egyenlet mindkét oldaldba!
Ha s=1, akkor A =3

Ha s=2, akkor C=-1

Ha a jobb oldalon elvégezziik a szorzast, akkor a masodfoku tag egyiitthatdja

(A+B) lesz. Ez nyilvédn egyenl{ a bal oldalon 1évd mésodfoku tag egyiitthatdjdval,

igy A+ B =5, amibdl felhaszndva a mar ismert A = 3-at, B = 2 lesz.
L= 3 2 1 ,
Tehdt f(s) = 1 +s—2 o ezért

f(t) =3¢ +2¢% —e* 1.

19



_ 552+ 11s
= 6+a

Megoldas:

Résztortekre bontjuk a jobb oldali tortet
552+ 11s As+B C
(s2+2)(s+4) Y * s+4
a kozos nevezdvel vald szorzas utdn
5524+ 11s = (As+B)(s+4) + C(s* +2)
55+ 11s = (A+C)s* + (4A + B)s +4B+2C
ebbdl egyenld egyiitthatok médszerével, miszerint az azonos fokszamu

tagok egylitthat6i egyenldk, a kdvetkezd egyenletrendszerhez jutunk

A +C=5
4A +B =11
4B+2C= 0

melynek megoldédsa bézistranszformacioval:

1 01510 15|10 1]5(1 003
4 1 0/11]10 1T —4/-9/0 1 —4/-9/10 1 0]—-1
0 4 2004 2,00 0 18(36(0 0 1|2

A=3 B=-1 C=2. Tehat

— 3s—1 2

fls)= SQS T + s & elsé tortet tovabb bontva

_ 1 2 2

f(s)=3 . V2 + ebbdl az eredeti fiiggvény

242 2 s242  s+47

f(t) =3cos(1v/2) — % sin(1v/2) +2¢ 4.
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1.6. Laplace-transzformacio6 alkalmazasa differenci-
alegyenletek megoldasara

Laplace-transzformécidval az dlland6 egyiitthatdju, linedris differencidlegyenle-
teket tudjuk megoldani abban az esetben, ha adottak a nulla helyen vett kezdeti
feltételek. A mddszer hasznélataval rogton a kezdeti feltételeknek eleget tevd par-
tikuldris megoldast kapjuk meg. A megoldas sordn Laplace-transzformécioval a
differencidlegyenletet algebrai egyenletté alakitjuk at, melybdl az ismeretlen meg-
oldasfiiggvénynek a Laplace-transzformaéltjat fejezhetjiik ki. Ebbdl az algebrai
fliggvénybdl inverz Laplace-transzformacié alkalmazasédval jutunk a differencial-
egyenlet, adott kezdeti feltételeknek eleget tevd, partikuldris megolddsédhoz.

Mi az els6 és masodrendl differencidlegyenletek megoldésait vizsgaljuk. Ezek
alakjai:

ay' 4+ by = h(x), ahol a # 0 és adott az y(0) = yo, illetve

ay” 4+ by’ + cy = h(x), ahol a # 0 és adottak az y(0) = yg, ¥/ (0) = y; kezdeti felté-
telek. Az egyenletekben b, c,yg,y; tetszdleges valds szamok.

Az y és derivaltjai x-t6l fiiggd fliggvények, de a tovabbiakban is a konnyebb at-
tekinthetGségért y(x) helyett csak y-t és ¥(s) helyett csak y-t fogunk haszndlni. A
feladatok megoldasa soran haszndlnunk kell az elsd és masodik derivalt (1.18) és
(1.19)-ben felirt Laplace-transzformaltjait, melyek alakja y-nal felirva:

L)y (x)] = s-¥(s) =¥(0) = s-y—(0)

L' (x)] = 57 -3(s) —s-¥(0) = y'(0) = 5> -3 —5-¥(0) = ¥/ (0).

Példak:
Hat4rozzuk meg az aldbbi differencidlegyenletek adott kezdeti feltételeknek ele-

get tevo partikuldris megoldasat Laplace-transzforméci6 segitségével.
1.

Y=2y=e"-3, y(0)=-1

Megoldas:

Képezziik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat.

1 3
y—y(0) -2y = —— ——.
sy =y(0)=2y=— —~
Irjuk be az adott kezdeti feltételeket és fejezziik ki az egyenletbl y-t.
1 3
y—(—1)—2y= e
F— (=) =2y=———~
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Y Ts—2 s s(s—2)
=52 +6
Y= s(s—2)?
a jobb oldalt résztortekre bontjuk
~s>+6 A B C

S6-22 5 (5=2)  (s=27

megszorozzuk az egyenletet a k6zos nevezdvel,

— 5>+ 6=A(s—2)> +Bs(s—2) +Cs

elvégezziik a miiveleteket, majd rendezziik a jobb oldalt

— 5+ 6=(A+B)s* + (—4A —2B+C)s +4A

ebbdl egyenld egyiitthatok modszerével megkapjuk A, B, C-t

3 5
A= 5, = —5, C= 1, tehat
_ 31 5 1 1
y_ ——————

25 2 s—2+(s—2)2
ebbdl inverz Laplace-transzformacidval
3 5

y25_5_62x+x_e2x
2.
i / _ —4x _ / —
Y 6y +25y=12¢"", y(0)=1, »y(0)=1
Megoldas:

Az egyenlet mindkét oldaldnak képezziik a Laplace-transzformaltjat.
12
2— / — —
—sy(0) —y'(0)+6(sy—y(0 25y = —
s =5y(0) =y (0) +6(s7—¥(0)) + 25y = —~
Beirjuk az adott kezdeti feltételeket.
12
2— _ —_
—s—14+6(sy—1)+25y=——
sy —s—14+6(sy—1)+25y 4

2 s+ 11s+40
+s5+T="—

2
6s+25) =
YT H6s+25) = 77 s+4
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_ 2+ 11s+40
Y= (s+4)(s>+6s+25)
s2+ 115440 A Bs+C

(s+4)(2+65+25) s+4 * 52465425

szorozzuk meg az egyenletet a kozos nevezdvel

s?+ 115 +40 = A(s* + 654+ 25) + (Bs +C) (s +4)

s+ 11s+40 = (A+B)s*> + (6A +4B+C)s +25A +4C

ebbdl egyenld egyiitthatok modszerével a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk

A +B =1
6A +4B+C =11
25A +4C=40

melynek megoldasa:

1 1 o1t 10t|1 1 o101 03
6 4 1/11/2 0 1/7(2 0 1|70 0 1|3
25 0 4[40|25 0 4{40(17 0 0[12|1 © 0{_5
12 5
A=—, B=— = teha
7 7 C ] tehat
121 5+
Y17 514 2165125
_ 121 +5 s+3 20 4
YT s+4 17 (5432416 17 (s+3)2+16
_12 —4x 5 —3x 20 —3x
y= 7 e -|-17 e cosdx+ 7 e sin4x
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Y=y —6y=12, y(0)=0, »(0)=1

Megoldas:

Képezziik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat.

_ _ 12
5y —sy(0) =/ (0) — (sy— y(0)) — 65 = —
a kezdeti feltételekkel

12
2y —1— 57— 6y = —
s
12 12
(P —5s—6)y=—+1= s
s
12+ A B C

Y+ )6-3) s 512 Ts5-3
124+s=A(s+2)(s—3)+Bs(s—3)+Cs(s+2)

Vilasszuk s-nek a nevezd gyokeit és helyettesitsiik be az egyenlet mindkét oldalabal
Has=0, akkor 12=—6A tehit A= -2

Has= -2, akkor 10=10B techit B=1

Has=3, akkor 15=15C tehit C=1

=2 1 1

YTy + s+2 + s—3
y=-2+e¢ F 4™

(21 [3] [51 [1] [4]
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1) 7(s)

: :

e %a

sinat s2ia2

cosat 3 iaz

shat po

chat T

; L

e f(t) | f(s—a)

" f(1) (—1)"- SL
) s (s) — £(0)
f'(1) s*- f(s) —s-f(0)— f'(0)

1.1. tablazat. Elemi fiiggvények Laplace-tranformaltja
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